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数理科学 I

1 2 を必答とし, 3 から 6 までの中から 2問を選んで, 計 4問をそれぞれ別の答案用紙に解答
せよ.

1 以下の設問に答えよ.

(1) t = sin θ と変数変換することにより, 不定積分
∫

dθ

cos θ
を求めよ.

(2) D = {(x, y) | 0 < y ≤ x ≤ 1} のとき, 広義積分∫∫
D

1√
x2 + y2

dxdy

の値を求めよ.

2 aを実数とし, 行列Aを

A =

−2a+ 5 −2a+ 4 2a− 3

2a− 3 2a− 2 −2a+ 3

−a+ 2 −a+ 2 a


とおく. 以下の設問に答えよ.

(1) Aの固有値をすべて求めよ.

(2) Aが対角化可能でない aの値をすべて求めよ.

(3) nを 3以上の自然数とする. Aが対角化可能でないとき, AnをE, A, A2の一次結合と
して表せ. ただし, Eは 3次単位行列である.
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3 zは複素数とする. P1 = {−3} とし, C \ P1上の関数 g1(z) を

g1(z) = − 2

z + 3
(z ̸∈ P1)

と定める. また, n ≥ 2に対して, 集合 Pnと C \ Pn上の関数 gn(z)を帰納的に
Pn = {z ∈ C \ Pn−1 | gn−1(z) = −3}

および
gn(z) =

{
g1(gn−1(z)) (z ̸∈ Pn−1 かつ z ̸∈ Pn),

0 (z ∈ Pn−1 かつ z ̸∈ Pn)

によって定める. 以下の設問に答えよ.

(1) P2および g2(z) を求めよ.

(2) 数列 {an}∞n=1, {bn}∞n=1, {cn}∞n=1, {dn}∞n=1を(
a1 b1

c1 d1

)
=

(
0 −2

1 3

)
,(

an+1 bn+1

cn+1 dn+1

)
=

(
0 −2

1 3

)(
an bn

cn dn

)
によって帰納的に定めるとき, すべての n ≥ 1に対して Pnと gn(z)は

Pn =

{
−dn
cn

}
, gn(z) =

anz + bn
cnz + dn

(z ̸∈ Pn)

と表せることを証明せよ.

(3) 円 {z ∈ C | |z| = 3}を反時計回りに一周する閉曲線を C とおく. 極限

lim
n→∞

2n
∫
C
gn(z)dz

を求めよ.

4 以下の設問に答えよ.

(1) α, xを正の実数とする. このとき, 積分
∫ x

0
e−t sinαt dtを求めよ.

(2) 区間 [0,∞)上の実数値連続関数 f(x)に対する積分方程式

f(x) = e−x sinx+

∫ π/2

0
f(t) dt (0 ≤ x <∞)

を考える. この積分方程式をみたす関数 f(x)を 1つ求めよ.

(3) 区間 [0,∞)上の実数値連続関数 y(x)に対する積分方程式

y(x) = cos3 x+

∫ x

0
y(t) dt (0 ≤ x <∞)

を考える. この積分方程式をみたす関数 y(x)を 1つ求めよ.
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5 αと λを正の実数, nを nα > 2を満たす整数とする. n個の実数値確率変数X1, . . . , Xnは
互いに独立で, 各Xi (i = 1, . . . , n) の確率分布の確率密度関数は

f(x;λ, α) =


λα

Γ(α)
xα−1e−λx (x > 0)

0 (x ≤ 0)

によって与えられるとする. ここで, Γ(α) =

∫ ∞

0
xα−1e−xdx である. αを既知とし, λを

λ̂ =
nα− 1
n∑

i=1

Xi

によって推定する. なお, 確率変数 S =
n∑

i=1

Xiの確率分布の確率密度関数が f(s;λ, nα)

(s > 0)となることを用いてもよい.

以下の設問に答えよ.

(1) λ̂は λの不偏推定量であるか否か, 理由を付して答えよ.

(2) 分散 V
[
λ̂
]と{nE [(∂ log f(X1;λ, α)

∂λ

)2
]}−1

の大小を比較せよ.

6 n を正の整数, θ を正の実数とする. n個の実数値確率変数 X1, . . . , Xn は互いに独立で, 各
Xi (i = 1, . . . , n) は確率密度関数

f(x; θ) =


1

θ
x

1
θ
−1 (0 < x < 1)

0 (その他)

をもつ確率分布に従うとする. また, X1, . . . , Xn を用いた θ の最尤推定量を θ̂n とする. 以
下の設問に答えよ.

(1) θ̂n を求めよ.

(2) θ̂n は θ の不偏推定量であるか否か, 理由を付して答えよ.

(3) E
[
(θ̂n − θ)2

]
を求めよ.
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数理科学 II

以下の 9問の中から 4問を選んで, それぞれ別の答案用紙に解答せよ.

1 以下の設問に答えよ.

(1) R 上の関数 f , g をそれぞれ

f(x) =

{
1− x2 (|x| ≤ 1),

0 (|x| > 1),

g(x) = e−|x| (x ∈ R)

により定める. 自然数 nに対し, In =

∫ ∞

−∞
f(x−n)g(x)dxとおく. このとき lim

n→∞
In = 0

が成り立つことを示せ.

(2) R 上の実数値連続関数 F , G はそれぞれ
∫ ∞

−∞
|F (x)|dx <∞ および lim

|x|→∞
G(x) = 0 を

みたすものとし, 実数列 {an}∞n=1 は lim
n→∞

an = ∞ をみたすものとする. 自然数 n に対

し, Jn =

∫ ∞

−∞
F (x− an)G(x)dx とおく.

(a) 自然数 n に対して Jn は有限値であることを示せ.

(b) lim
n→∞

Jn = 0 が成り立つことを示せ.

2 X と Y は空でない集合とする. δ : X ×X → Rを

δ(a, b) =

0 (a = b),

1 (a ̸= b)

と定義する. また, d : Y × Y → Rを Y 上の距離関数とする. 以下の設問に答えよ.

(1) δはX 上の距離関数であることを示せ.

(2) a ∈ X とする. 一点集合 {a}は距離空間 (X, δ)上の開集合であることを示せ.

(3) 任意の写像 f : X → Y は距離空間 (X, δ)から距離空間 (Y, d)への連続写像であること
を示せ.

(4) 距離空間 (Y, d)がコンパクトであると仮定する. また, g : Y → X を距離空間 (Y, d)か
ら距離空間 (X, δ)への連続写像とする. このとき g(Y )は有限集合であることを示せ.
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3 0 < α < 1 とする. 以下の設問に答えよ.

(1) i =
√
−1とする. ϵ > 0 に対して, 複素平面上の半直線 C+(ϵ), C−(ϵ)をそれぞれ

C+(ϵ) = {x+ ϵi | x ≥ 0}, C−(ϵ) = {x− ϵi | x ≥ 0}

と定める. 対数関数 log z の主値 Log z を
Log z = log |z|+ i arg z, 0 ≤ arg z < 2π

ととる. ここで arg z は zの偏角とする. 複素関数 f(z) =
zα−1

z + 1
に対して, I+(ϵ), I−(ϵ)

をそれぞれ
I+(ϵ) =

∫
C+(ϵ)

f(z)dz, I−(ϵ) =

∫
C−(ϵ)

f(z)dz

と定める. ここで zα−1 = e(α−1) Log z であり, 積分路の向きは実部が増加する方向とす
る. ルベーグの優収束定理を用いて

lim
ϵ→0

I+(ϵ) =

∫ ∞

0

xα−1

x+ 1
dx, lim

ϵ→0
I−(ϵ) = e2π(α−1)i

∫ ∞

0

xα−1

x+ 1
dx

が成立することを示せ.

(2) 留数定理を用いて積分 ∫ ∞

0

xα−1

x+ 1
dx

の値を求めよ.

4 r > 0とする. R2上の実数値関数Brを, (x, y) ∈ R2に対して

Br(x, y) =

1 (|x− y| ≤ r),

0 (|x− y| > r)

と定める. f を R上の実数値連続関数で
∫ ∞

−∞
|f(x)|dx <∞をみたすものとする.

以下の設問に答えよ.

(1) αを実数とする. このとき
{(x, y) ∈ R2 |Br(x, y) > α}

はユークリッド空間 R2における閉集合であることを示せ.

(2) 各 x ∈ Rに対して
Ar[f ](x) =

1

2r

∫ ∞

−∞
Br(x, y)f(y)dy

と定める. このとき, 各 x ∈ Rに対して |Ar[f ](x)| <∞となること, および∫ ∞

−∞
|Ar[f ](x)| dx <∞となることを示せ.

(3) Ar[f ]を (2)で定めたものとする. 各 x ∈ Rに対して lim
r→0

Ar[f ](x) = f(x) を示せ.
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5 距離空間 (X, d)を

X =
{
f : [0, 1] → R

∣∣ f は連続関数} ,
d(f, g) = max

0≤x≤1
|f(x)− g(x)| (f, g ∈ X)

で定義する. 写像 F : X → X を

F (f)(x) =

∫ x

0
{sf(s) + 1} ds (f ∈ X,x ∈ [0, 1])

で定める. また, [0, 1]上の関数列 {fn}∞n=1 ⊂ X を f0(x) = 0 (x ∈ [0, 1])を用いて

fn = F (fn−1) (n ∈ N)

で定める. さらに
h(x) =

∞∑
k=1

x2k−1

(2k − 1)!!
(x ∈ [0, 1])

とする. ただし, (2k − 1)!! = (2k − 1)(2k − 3) · · · 3 · 1である. 以下の設問に答えよ.

(1) f, g ∈ X に対して d (F (f), F (g)) ≤ 1

2
d(f, g) が成立することを示せ.

(2) 数学的帰納法を用いて fn(x) =

n∑
k=1

x2k−1

(2k − 1)!!
(n ∈ N, x ∈ [0, 1]) を示せ.

(3) 各 x ∈ [0, 1]に対して無限級数 h(x)は絶対収束することを示せ. さらに

sup
0≤x≤1

|fn(x)− h(x)| ≤ 1

2n−1n!
(n ∈ N)

が成立することを示せ.

(4) h ∈ X と h = F (h)を示せ.

(5) h(x) = exp

(
x2

2

)∫ x

0
exp

(
−s

2

2

)
ds (x ∈ [0, 1]) を示せ.
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6 n を正の整数とし, k を 1 ≤ k ≤ n なる整数とする. n 個の実数値確率変数 X1, . . . , Xn は
互いに独立で, 同一の確率分布に従うとする. X1 の確率分布の分布関数 F (x)は微分可能で
あるとし, その確率密度関数を f(x) = F ′(x) とする. さらに, X1, . . . , Xn の順序統計量を
X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(n) とする. X(k) の確率分布の確率密度関数を fX(k)

(x) とする. 関数
φk を

φk(x) =
n!

(k − 1)!(n− k)!
(1− F (x))n−kF (x)k−1f(x) (x ∈ R)

によって定義する. このとき, 以下の設問に答えよ.

(1) f の連続点 x で fX(n)
(x) = φn(x) となることを証明せよ.

(2) k = 1, . . . , n に対し, f の連続点 x で fX(k)
(x) = φk(x) となることを証明せよ.

(3) f は点 a ∈ R を除いて連続であると仮定し,f(x) = 0 (x ≤ a)

f(x) > 0 (x > a)

が成り立つと仮定する. 開区間 (a,∞) 上で F は逆関数を持ち, これを F−1 : (0, 1) →
(a,∞) とする. このとき,

E[X(k)] =

∫ 1

0
F−1(y)

n!

(k − 1)!(n− k)!
(1− y)n−kyk−1 dy

が成り立つことを示せ.

(4) f は

f(x) =

0 (x ≤ 1)
1

x2
(x > 1)

で与えられるとする. p ∈ (0, 1)とするとき,

lim
n→∞

E[X(⌊np⌋)]

を求めよ. ここで, 実数 x に対して ⌊x⌋ は x 以下の最大の整数を表すとする. また, 2

つの正の整数 l,m に対して∫ 1

0
(1− y)l−1ym−1dy =

(l − 1)!(m− 1)!

(l +m− 1)!

が成り立つことを用いてもよい.



2023年度 大阪大学大学院基礎工学研究科博士前期課程 (一般)入学試験 数理科学 II — 5/6

7 nを正の整数, λを正の実数とする. 実数値確率変数X は確率密度関数

p(x;λ) =

λe−λx (x > 0)

0 (x ≤ 0)

をもつ確率分布に従うとする. また, 実数 yに対して, 事象 {X ≤ 1}が与えられた下でのX

の条件付き分布の分布関数 F (y)を以下で定義する.

F (y) =

P (X ≤ y | X ≤ 1) (y ≤ 1)

1 (y > 1)

n個の実数値確率変数 Y1, . . . , Ynは互いに独立で, 各 Yi (i = 1, . . . , n)は分布関数 F (y)をも
つ確率分布に従うとする. また,

G(λ) =
1

λ
− 1

eλ − 1
, Y n =

1

n

n∑
i=1

Yi, Zn =


Y n

(
Y n <

1

2

)
1

4

(
Y n ≥ 1

2

)
とする. 以下の設問に答えよ.

(1) G(λ)が λに関して狭義単調減少であることを示せ. また, G(λ)のグラフの概形を描け.

(2) E[Y1]を求めよ.

(3) λ̂nをG(λ) = Znを満たす λとする. n → ∞のとき, λ̂nは λの一致推定量であること
を示せ.
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8 nを正の整数とする. n個の実数値確率変数X1, . . . , Xnは互いに独立で, 各Xi (i = 1, . . . , n)

は確率密度関数 f(x)をもつ確率分布に従うとする. ただし, f(x)は R上で連続であるとす
る. Rの部分集合Aに対して,

IA(x) =

1 (x ∈ A)

0 (x ̸∈ A)

と定める. また, h > 0と x ∈ Rに対して,

f̂n(x;h) =
1

2nh

n∑
i=1

I(x−h, x+h](Xi)

と定める. 以下の設問に答えよ.

(1) h > 0と x ∈ Rに対して, 期待値E
[
f̂n(x;h)

]
と分散 V

[
f̂n(x;h)

]
を求めよ.

(2) {hn}∞n=1を lim
n→∞

hn = 0を満たす正数列とする. このとき, x ∈ Rに対して,

lim
n→∞

E
[
f̂n(x;hn)

]
を求めよ.

(3) {hn}∞n=1を lim
n→∞

hn = 0と lim
n→∞

nhn = ∞を満たす正数列とする. このとき, x ∈ Rに
対して, n→ ∞のとき, f̂n(x;hn)が f(x)の一致推定量となることを示せ.

9 tを実数とする. 実数値確率変数 X の積率母関数 M(t) = E[etX ] は R上で存在すると仮定
する. X のキュムラント母関数は ψ(t) = logM(t)で定義され, 正の整数mに対して,

κm =
dmψ(0)

dtm
=
dmψ(t)

dtm

∣∣∣∣
t=0

をX のm次キュムラントという.

p を正の整数とする. p 個の実数値確率変数 X1, . . . , Xp は互いに独立で, 積率母関数
Mj(t) = E[etXj ] (j = 1, . . . , p) が R上で存在すると仮定する. j = 1, . . . , pに対して, ψj(t)

をXj のキュムラント母関数, κ
(j)
m をXj のm次キュムラント, aj を実定数とする. 確率変数

p∑
j=1

ajXj のm次キュムラントを κm(a1, . . . , ap)と表す. 以下の設問に答えよ.

(1)

p∑
j=1

ajXj のキュムラント母関数を aj とXj のキュムラント母関数 (j = 1, . . . , p)を用

いて表せ.

(2) κm(a1, . . . , ap)をm, aj , κ
(j)
m (j = 1, . . . , p)を用いて表せ.

(3) κ2(a1, . . . , ap)を aj と分散 V [Xj ] (j = 1, . . . , p)を用いて表せ.

(4)

p∑
j=1

a2j = 1とする. 次の不等式を証明せよ.

min{0, κ(1)4 , . . . , κ
(p)
4 } ≤ κ4(a1, . . . , ap) ≤ max{0, κ(1)4 , . . . , κ

(p)
4 }


