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数理科学 I

1 2 を必答とし, 3 から 6 までの中から 2問を選んで, 計 4問をそれぞれ別の答案用紙に解答
せよ.

1

Ω =

{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣∣ (√x2 + y2 − 2
)2

+ z2 ≤ 1, x ≥ 0

}
とおく. 以下の設問に答えよ.

(1) Ω 上の各点 (x, y, z) は  x

y

z

 =

 (2 + r cos θ) cosφ

(2 + r cos θ) sinφ

r sin θ


と表すことができる. ただし, 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ < 2π, −π

2
≤ φ ≤ π

2
とする. ヤコビア

ン
∂(x, y, z)

∂(r, θ, φ)
を求めよ.

(2)

∫∫∫
Ω
(x2 + y2) dxdydz を求めよ.

2 3次正方行列

A =

 4 −1 2

−1 4 −2

2 −2 7


を考える．以下の設問に答えよ．

(1) Aの固有値をすべて求めよ．

(2) QTAQが対角行列となるような直交行列Qを 1つ求めよ．ただし，QT はQの転置行
列を表す．

(3) 実数 x, y, zが x2 + y2 + z2 = 1を満たすように動くとき，関数

f(x, y, z) = 4x2 + 4y2 + 7z2 − 2xy + 4xz − 4yz

が最大値をとる (x, y, z)，および最小値をとる (x, y, z)を，それぞれすべて求めよ．
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3 nを自然数とし, 複素数 z ̸= 0 に対して

f(z) =
1

z

(
z +

1

z

)n

と定める. 以下の設問に答えよ.

(1) 原点 z = 0における f(z)の留数を求めよ.

(2) 円 {z ∈ C | |z| = 1} を反時計回りに一周する閉曲線を C とするとき, 積分
∫
C
f(z) dz

を求めよ.

(3) 積分
∫ 2π

0
cos2n θ dθ を求めよ.

4 f(x)を実数上連続微分可能な関数とし, 実数値関数 y(x)に対する微分方程式
f
dy

dx
+ y

df

dx
= f

(
0 < x <

π

2

)
,

lim
x↓0

y(x) = 1

を考える. 以下の設問に答えよ.

(1) f(x) = 3 cosxのとき, 解 y(x)を１つ求めよ.

(2) f(x) = cos3 xのとき, 解 y(x)を１つ求めよ.
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5 n は正の整数とする. d は 2 以上の整数とする. µi (i = 1, . . . , n)は実数で, σ2 は正の
実数とする. 実数値確率変数列 X1,1, X1,2, . . . , X1,d, . . . , Xn,1, Xn,2, . . . , Xn,d は互いに独立
で, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , dに対して, Xi,j は平均 µi, 分散 σ2 の正規分布に従うとす
る. X1,1, X1,2, . . . , X1,d, . . . , Xn,1, Xn,2, . . . , Xn,d を用いた (µ1, . . . , µn, σ

2) の最尤推定量を
(µ̂1, . . . , µ̂n, σ̂

2
n) とする. 以下の設問に答えよ．

(1) (µ̂1, . . . , µ̂n, σ̂
2
n) を求め, 実際に (µ̂1, . . . , µ̂n, σ̂

2
n)が尤度関数を最大にしていることを確

認せよ．

(2) σ̂2
n は σ2 の不偏推定量であるか否か, 理由を付して答えよ．

(3) n → ∞ のとき, σ̂2
n は σ2 の一致推定量であるか否か, 理由を付して答えよ.
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6 pを 2以上の整数, µを実数, σ2
e を正の実数とする．ni (i = 1, . . . , p)を 2以上の整数とする．

ai (i = 1, . . . , p)は実数で，
p∑

i=1

niai = 0を満たすとする．eij (i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , ni)

は互いに独立で同一の正規分布N(0, σ2
e)に従う実数値確率変数とする．n• =

p∑
i=1

niとおく．

Yij (i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , ni)を次式で定義する．

Yij = µ+ ai + eij

さらに

Y i• =
1

ni

ni∑
j=1

Yij , Y •• =
1

n•

p∑
i=1

ni∑
j=1

Yij ,

SA =

p∑
i=1

ni(Y i• − Y ••)
2, Se =

p∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Y i•)
2,

σ2
A =

1

p− 1

p∑
i=1

nia
2
i , T =

SA

p− 1
− Se

n• − p

とおく．なお，µ, a1, . . . , ap, σ
2
e は Yij (i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , ni) の確率分布を定める未知

パラメータである．以下の設問に答えよ．

(1) 次式を証明せよ．

p∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Y ••)
2 = SA + Se

(2) 期待値E[T ]を求めよ．

(3) 次ページの表 1のデータは本問で定義された Yij の実現値 yij である．要因Aには 4水
準 (A1, A2, A3, A4)あり (p = 4)，これらの水準間で母平均を比較したい．自由度 4お
よび 12の t分布の上側 2.5%点をそれぞれ t4(0.025) = 2.78および t12(0.025) = 2.18と
する．自由度 (3, 16)の F 分布の上側 5%点を F 3

16(0.05) = 3.24とする．なお，以下の
検定では検定の多重性 (検定を複数回行うことで，第１種の過誤が事前に設定した有意
水準を超えてしまうこと)を考慮しなくてよい．以下の小問に答えよ.

(3a) 有意水準をα = 0.05とする．帰無仮説H0 : a1 = a4に対して対立仮説H1 : a1 ̸= a4

として，A1とA4のデータを用いて t検定せよ．

(3b) 有意水準を α = 0.05とする．帰無仮説H0 : a1 = a2 = a3 = a4に対して対立仮説
H1 : H0ではない，として，A1, A2, A3, A4のすべてのデータを用いて F 検定せ

よ．なお，
p∑

i=1

ni∑
j=1

(yij − y••)
2 = 21.5を使ってもよい．
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表 1: データ
要因 A

A1 A2 A3 A4

1.5 2.0 3.0 3.5

2.5 3.0 4.0 4.5

デ 3.5 4.0 5.0 5.5

｜ 2.0 3.0

タ 3.0 4.0

4.0 5.0

3.0 4.0

ni 3 7 7 3

平均 (yi•) 2.5 3.0 4.0 4.5

平方和 2.0 4.0 4.0 2.0

平方和
ni∑
j=1

(yij − yi•)
2
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数理科学 II

以下の 9問の中から 4問を選んで, それぞれ別の答案用紙に解答せよ.

1 n次実正方行列Aに対して

Apj = λjpj (j = 1, . . . , n),

λ1 ̸= 0,

∣∣∣∣λj

λ1

∣∣∣∣ < 1 (j = 2, . . . , n)

を満たす λ1, . . . , λn ∈ R と, 線形独立な p1, . . . , pn ∈ Rn が存在するとする. α1 > 0,

{αj}nj=2 ⊂ R を任意に選び,

x0 =

n∑
j=1

αjpj , xk =
A2kx0

∥A2kx0∥
(k ∈ N)

と定める. ただし, ベクトル x, y ∈ Rnの標準内積を (x, y)と表し, ∥x∥ =
√

(x, x)と定めて
いる. このとき

lim
k→∞

xk =
p1

∥p1∥
, lim

k→∞
(Axk, xk) = λ1

が成立することを示せ.

2 α ∈ (0, 1) とする. 以下の設問に答えよ.

(1) 等式 ∫ ∞

0

(
xα−1 − (x+ 1)α−1

)
dx = lim

λ↓0

∫ ∞

0

(
xα−1 − (x+ 1)α−1

)
e−λx dx

を示せ.

(2) λ > 0 に対して, 等式∫ ∞

0
(x+ 1)α−1e−λx dx = eλ

Γ(α)

λα
− eλ

∫ 1

0
xα−1e−λx dx

を示せ. ただし

Γ(α) =

∫ ∞

0
xα−1e−x dx

とする.

(3) 積分
∫ ∞

0

(
xα−1 − (x+ 1)α−1

)
dx を求めよ.
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3 X =

{
f : N → R

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

f(n)2 < ∞

}
とする. 任意の f ∈ X に対して ∥f∥ =

( ∞∑
n=1

f(n)2

) 1
2

と定める. 以下の設問に答えよ.

(1) f, g ∈ X が ∥f∥ = 1かつ ∥g∥ = 1を満たしているとする. このとき, 級数
∞∑
n=1

f(n)g(n)

が収束すること, および ∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

f(n)g(n)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

が成り立つことを示せ.

(2) 任意の f, g ∈ X に対して, 級数
∞∑
n=1

f(n)g(n) が収束すること, および

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

f(n)g(n)

∣∣∣∣∣ ≤ ∥f∥ ∥g∥

が成り立つことを示せ.

(3) f, g ∈ X ならば f + g ∈ X となることを示せ. ただし, f + g : N → Rは (f + g)(n) =

f(n) + g(n) (n ∈ N)と定義されるものとする.

(4) X の点列 {fm}∞m=1と f ∈ X が以下の (a), (b)を満たすとする.

(a) lim
m→∞

∥fm∥ = ∥f∥.

(b) 任意の g ∈ X に対して, lim
m→∞

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

(
fm(n)− f(n)

)
g(n)

∣∣∣∣∣ = 0が成り立つ.

このとき, lim
m→∞

∥fm − f∥ = 0を示せ.
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4 R 上の実数値関数 f が

|f(z1)− f(z2)| ≤ |z1 − z2| (z1, z2 ∈ R)

を満たすとする. このとき, 非負実数 t を変数とする関数 xn からなる関数列 {xn}n∈N を
x1(t) = a,

xn+1(t) = a+

∫ t

0
f(xn(s))ds (n ∈ N)

(t ≥ 0)

により定める. ただし a ∈ Rは定数である. 正の実数 T に対し, C([0, T ]) により [0, T ] 上
で連続な実数値関数全体からなる集合を表す. また C([0, T ]) 上のノルムを

∥x∥T = max
t∈[0,T ]

|x(t)|

によって定める. 以下の設問に答えよ. なお必要なら (C([0, T ]), ∥ · ∥T ) がバナッハ空間であ
ることを用いてよい.

(1) T を任意の正実数, n を任意の自然数とするとき

∥xn+1 − xn∥T ≤ Tn|f(a)|

が成り立つことを示せ.

(2) a に依存しない正定数 T0 と, [0, T0] 上で定義された連続関数 x が存在して, n → ∞ の
とき xn は x に [0, T0] 上一様収束することを示せ.

さらに, x(0) = a が成り立つこと, および任意の t ∈ (0, T0) に対し

dx(t)

dt
= f(x(t))

が成り立つことを示せ.

(3) Tm(a) を

Tm(a) = sup

T > 0

∣∣∣∣∣∣∣
x ∈ C([0, T ]) が存在して, 任意の t ∈ [0, T ] に対して

x(t) = a+

∫ t

0
f(x(s))ds を満たす


により定める. Tm(a) = ∞ であることを背理法を用いて示せ.
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5 f : (0,∞) → [0,∞)をルベーグ測度に関して可積分な関数とする．各自然数 nに対して，関
数 fn : (0,∞)× (0,∞) → [0,∞)を

fn(x, y) =
f(x)n

f(x)n + (ex+y − 1)yn

と定義する．また，集合A,B,C ⊂ (0,∞)× (0,∞)を

A = {(x, y) ∈ (0,∞)× (0,∞) | y < f(x)},
B = {(x, y) ∈ (0,∞)× (0,∞) | y = f(x)},
C = {(x, y) ∈ (0,∞)× (0,∞) | y > f(x)}

と定める．このとき以下の設問に答えよ．

(1)

lim
n→∞

fn(x, y) =


1 ((x, y) ∈ A),

e−(x+y) ((x, y) ∈ B),

0 ((x, y) ∈ C)

となることを示せ．

(2) 関数 g : (0,∞)× (0,∞) → [0,∞)を

g(x, y) =

1 ((x, y) ∈ A),

e−(x+y) ((x, y) ∈ B ∪ C)

と定義する．このとき，すべての自然数 nおよびすべての点 (x, y) ∈ (0,∞) × (0,∞)

に対して
0 ≤ fn(x, y) ≤ g(x, y)

となることを示せ．

(3) lim
n→∞

∫ ∞

0

∫ ∞

0
fn(x, y) dxdy =

∫ ∞

0
f(x) dx となることを示せ．
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6 n は 2 以上の整数, θ は実数とする. n 個の実数値確率変数 X1, X2, . . . , Xn は互いに独立で,

各 Xi (i = 1, . . . , n) は確率密度関数

f(x; θ) =
1

2
e−|x−θ| (−∞ < x < ∞)

をもつ確率分布に従うとする. X1, X2, . . . , Xn を小さいものから大きさの順に並べかえたも
のをX(1), X(2), . . . , X(n) で表す. すなわち X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(n) である. 次の設問に答
えよ.

(1) n が偶数のとき, すべての実数 θ に対して,

n
2∑

j=1

∣∣X(n−j+1) −X(j)

∣∣ ≤ n∑
i=1

∣∣X(i) − θ
∣∣

が成り立つことを示せ.

(2) n が奇数のとき, X(n+1
2 ) は θ の最尤推定量であることを示せ.

(3) n = 3 のとき, X(2) は θ の不偏推定量であるか否か, 理由を付して答えよ.
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7 (µ1, µ2) ∈ R2とする. 実数値確率変数 Y1, Y2は独立で, 各 Yj (j = 1, 2)は平均 µj , 分散 1の
正規分布N(µj , 1)に従うとする. このとき, Y 2

1 + Y 2
2 の確率分布を自由度 2, 非心度 µ2

1 + µ2
2

の非心カイ二乗分布という. F (x; 2, λ2)は自由度 2, 非心度 λ2 の非心カイ二乗分布の累積分
布関数とする. ただし, λは非負の実数である. Φ(x)は標準正規分布の累積分布関数, f1(x)

は自由度 1のカイ二乗分布の確率密度関数とする. 以下の設問に答えよ.

(1) λ ≥ 0とする. 任意の x ≥ 0に対して,

F (x; 2, λ2) =

∫ x

0

{
Φ(λ+

√
x− v)− Φ(λ−

√
x− v)

}
f1(v) dv

が成り立つことを示せ.

(2) λ2 ≥ λ1 ≥ 0とする. 任意の x ≥ 0に対して,

F (x; 2, λ2
1)− F (x; 2, λ2

2)

=

∫ x

0

∫ λ2−
√
x−v

λ1−
√
x−v

[
1− exp

{
−2

√
x− v

(
u+

√
x− v

)}]
g(u)f1(v) du dv

が成り立つことを示せ. ここで, g(u)は標準正規分布の確率密度関数である.

(3) λ2 ≥ λ1 ≥ 0とする. 任意の x ≥ 0に対して,

F (x; 2, λ2
2) ≤ F (x; 2, λ2

1)

が成り立つことを示せ.

(4) θを正の実数とする. ΩをR2上の原点を中心とする半径 θの閉円板とし, Ωcをその補集
合とする. Y1と Y2を用いて, 帰無仮説H0 : (µ1, µ2) ∈ Ω, 対立仮説H1 : (µ1, µ2) ∈ Ωc

の仮説検定を考える. ただし, 有意水準 αを 0 < α < 1とする. 以下の条件を満たす関
数 ϕ : R2 → {0, 1}を 1つ構成せよ.

任意の (µ1, µ2) ∈ Ω に対して, E[ϕ(Y1, Y2)] ≤ α,

任意の (µ1, µ2) ∈ Ωc に対して, E[ϕ(Y1, Y2)] ≥ α
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8 nは正の整数とする. µは実数とする. n個の実数値確率変数X1, . . . , Xnは互いに独立で, 各
Xi (i = 1, . . . , n)は確率密度関数

f(x;µ) =
1√

1 + µ2 + 1
exp

(
µ√

1 + µ2 + 1
x− |x|

)
(−∞ < x < ∞)

をもつ確率分布に従うとする. Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi とする. 以下の設問に答えよ.

(1) Xnは µの不偏推定量であるか否か, 理由を付して答えよ.

(2) (Xn)
2は µ2の不偏推定量であるか否か, 理由を付して答えよ.

(3) n → ∞のとき, (Xn)
3は µ3の一致推定量であるか否か, 理由を付して答えよ.

9 nを正の整数とする. zは実数で, 0 ≤ z ≤ 1とする. n個の確率変数X1, . . . , Xnは互いに独
立で, 各Xi (i = 1, . . . , n)はベルヌーイ分布Ber(z)に従うとする. すなわち, i = 1, . . . , nに
対して,

P (Xi = 1) = z, P (Xi = 0) = 1− z

とする. また, f を区間 [0, 1]上で定義された連続関数とし,

Yn =
1

n

n∑
i=1

Xi

とする. 以下の設問に答えよ.

(1) 期待値E
[
f(Yn)

]
を zに関する多項式で表せ.

(2) δを正の実数とし,

Un(δ, z) =

1 (|Yn − z| ≥ δ)

0 (|Yn − z| < δ)

とする. このとき, nと zと δに依存しない定数M > 0が存在して,

E
[
|f(Yn)− f(z)|Un(δ, z)

]
≤ M

nδ2

が成り立つことを示せ.

(3) 次式が成り立つことを示せ.

lim
n→∞

sup
z∈[0,1]

∣∣E[f(Yn)]− f(z)
∣∣ = 0


