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「情報量統計学」の1章から4章まで (第 I編 理論編)の範囲

統計学のおさらい

1章 確率と確率変数

2章 確率分布と統計モデル

AIC入門

3章 推定

4章 AIC
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1 確率と確率変数

この章のトピック — 確率変数

• 事象と確率

• 条件付確率と独立性

• 確率変数と分布関数

• 期待値

• 多次元の確率分布
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1.1 事象と確率

「確率」の定義 — あることがらが起こりうる割合．確からしさの度合い．

おなじ条件でくりかえし実験をおこなう (頻度論)

現代では「測度論」という数学を用いて，抽象的に定義される．

現象が必ずしも「確率的」でなくても，情報不足による不確実さを表現する手段と
して，現象を確率的と見なすと便利なことがある．
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[例] 画びょうをなげる (上，下)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

上 下 上 下 下 上 下 下 下 上

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

下 下 下 上 上 上 下 下 下 上

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

下 上 上 上 下 上 下 下 上 下

上=43回，下=57回

43

100
= 0.43
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画びょうが上になる割合

1-10 11-20 21-30 31-40 41-50 51-60 61-70 71-80 81-90 91-100 1-100

上 4 4 4 3 6 3 3 5 6 5 43

下 6 6 6 7 4 7 7 5 4 5 57

上の割合 0.4 0.4 0.4 0.3 0.6 0.3 0.3 0.5 0.6 0.5 0.43

画びょうが上になる確率 ＝ 実験回数を増やしたときの極限

• 母集団 ＝ 実験回数が非常に多い (無限)のとき
• 確率 ＝ 母集団における割合

実際には有限回しか実験は行えない

同じ条件で実験を多数繰り返すのは大変難しい

⇒ 確率というのは抽象的な概念
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実験の数学的モデル

測度論 (集合，面積をあつかう数学理論)

確率空間 (Ω,F , P ) Ω =標本空間，F =事象の全体，P =確率

Ω

ω1

ω4ω3

ω2

標本空間 Ω = {ω | ωは可能な標本点}
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[標本空間の例]

• Ω = {ω1, ω2}; ω1 = 画びょうが上，ω2 = 画びょうが下

• Ω = {ω1, . . . , ω6}; ω1 =サイコロの目が1,. . . ,ω6 =サイコロの目が6

• Ω = {ω1, . . . , ω52}; ω1 =ハートの1, . . . , ω52 =スペードのキング

• Ω = {「表表」,「表裏」,「裏表」,「裏裏」}; 2枚のコイン

• Ω = {たろう,はなこ, . . . (クラスの人)}

• Ω = {0,1,2, . . .}; 0以上の整数

• Ω = {x | x ∈ 実数全体}
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事象 (Ωの部分集合)

A B

Ω

A BU
A B

U

A
cA

• 事象 A ⊂ Ω，事象 B ⊂ Ω

• AとBの和事象 A ∪B (AとBのすくなくともどちらかが起こる)

• AとBの積事象 A ∩B (AとBの両方が起こる)

• Aの余事象 Ac (Aが起こらない)
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[事象の例]

• A= {ω}; 根元事象

• A= 画びょうが上 = {ω1}

• A=サイコロの目が偶数 = {ω2, ω4, ω6}

• A=マークがスペード，B =数字が1

• AとBの和事象: 少なくとも一方に属する標本の集合
A ∪B = スペードの1から13までと，ハート，ダイヤ，クラブの1 (16 枚)

• AとBの積事象: いずれにも属する標本の集合
A ∩B = スペードの1

• A ∩B = φなら，AとBは排反 (同時にはおこらない)

• 余事象 AcはAに属さない標本の集合

• 部分事象 AがBに含まれるとき A ⊂ B

A10

事象の全体 F

• Ω = {ω1, ω2} のとき F = {φ, {ω1}, {ω2}, {ω1, ω2}}

• Ω = {ω1, . . . , ω6} のときF = {φ, {ω1}, . . . , {ω1, . . . , ω6}}

完全加法族
• φ ∈ F
• A ∈ F ⇒ Ac ∈ F
• An ∈ F , n = 1,2, ... ⇒ A1 ∪A2 ∪ · · · ∈ F

確率の公理系
• Fの上で定義された実数値関数P (これが確率を与える関数)

• 任意のA ∈ Fに対してP (A) ≥ 0

• P (Ω) = 1

• Ai ∩ Aj = φ ならば P(A1 ∪A2 ∪ · · ·) = P(A1) + P(A2) + · · ·
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1.2 条件付確率と独立性

二つの事象AとBについて，

P(A|B) = P (A ∩B)

P(B)

ただし P (B) > 0 とする．
P(A|B)は事象Bを条件とする事象Aの「条件付確率」という．

[例] トランプで全てのカードの確率が等しく 1
52とする．

A=数字が1か2, B =数字が奇数

P(A ∩B) = 1
13, P(B) =

7
13

従ってP(A|B) = 1
7であり，P(A) =

2
13より小さい．

A12



“chain rule”

P (A|B) = P (A ∩B)/P(B)

と書き換えると

P (A ∩B) = P (A|B)P(B)

を得る．これを繰り返し用いると，

P(A ∩B ∩ C) = P(A|B ∩ C)P(B|C)P (C)

などが得られる．

A B

Ω

A B

C

Ω
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ベイズの定理
H1,H2, . . .のどの二つも互いに排反で，かつH1 ∪H2 ∪ · · · = Ωであるとき，

P(Hk|A) =
P(A|Hk)P(Hk)∑
i P (A|Hi)P(Hi)

Hk 原因，A 結果
P(Hk) 事前確率，P(Hk|A) 事後確率

[証明] ∑
i

P (A|Hi)P(Hi) =
∑
i

P (A ∩Hi) = P(A)

これをベイズの定理の式の両辺にかけると

P(Hk|A)P(A) = P(A ∩Hk) = P (A|Hk)P(Hk)

となる．

適用上の注意点： 事前分布の決めかた

Thomas Bayes (1702-1761) イギリスの牧師
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独立性

一般にP(A ∩B) = P (A|B)P(B)であるが，とくにP (A|B) = P (A)のとき，
事象AとBは互いに「独立」という．このとき，P(A ∩ B) = P (A)P(B)とかける．

事象A1, A2, . . .が独立とは，

P (A1 ∩A2 ∩ · · ·) = P (A1)P(A2) · · ·

が成り立つとき．

A
B

Ω

P(A) P(B)

=

P A B

U

( )
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[独立性の例]

• A=エース，B =ハートとする．全てのカードの確率は 1
52とする．

P (A) = 4
52 =

1
13，P(B) =

13
52 =

1
4，P(A ∩B) = 1

52．

P (A|B) = P(A ∩B)

P (B)
=

1
52
1
4

=
1

13
= P(A)

したがってAとBは独立．

• 10個のコインを投げてすべてが表である確率は？

1

2
× · · · × 1

2
=
(
1

2

)10
=

1

1024

• 一台あたりの故障の確率が0.001の装置が100台すべて故障の無い確率は？

(1− 0.001)100 = 0.905
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1.3 確率変数と分布関数

標本空間Ω上で定義された実数値関数X(ω)があって任意の実数x に対してX(ω)が
x以下となる様な標本点の集合

{ω|X(ω) ≤ x}

に対してその確率が常に定義できるとき，X(ω)を「確率変数」と呼ぶ．

実験の結果X(ω) = xが観測されたとき，xを確率変数Xの「実現値」と呼ぶ．

ω ω( )

Ω R

X

Ω R

x
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[確率変数の例]

• 画びょうが上のとき1，下のとき0となる確率変数は，

X(ω) =


 1 ω = ω1のとき
0 ω = ω2のとき

• 2枚のコインなげで，表の枚数

X(ω) =



2 ω =「表表」のとき
1 ω =「表裏」又は「裏表」のとき
0 ω =「裏裏」のとき

• Ω = {クラスの人}

X(ω) = 身長, または X(ω) = 体重

• Ω = 実数全体のときに，X(ω) = ω
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• 「離散型確率変数」 X(ω)のとる値が有限個または可算無限個
• 「連続型確率変数」 X(ω)のとる値が連続的

確率変数Xの「分布関数」

F(x) = P({ω|X(ω) ≤ x})

ただし，簡単のために

F (x) = P (X ≤ x)

のようにωを明記しないことが多い．

実際の応用では，確率空間，分布関数を通して確率変数を定義することはあまりない．

後述の確率関数，密度関数を通して確率変数を導入するのが一般的．
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[例] 画びょうなげ (上の確率が0.4とする)

F (x) =



0 −∞ < x < 0

0.6 0 ≤ x < 1

1 1 ≤ x < ∞
0 1

0 1
x

x

p(x)

F(x)
1

0.6

0.6 0.4

[例] 正規分布 (平均0，分散1)

F (x) =
∫ x

−∞
φ(y) dy

f(x) =
1√
2π

exp

(
−x

2

2

) x

F(x
)

-3 -2 -1 0 1 2 3

0.0
0.2

0.4
0.6

0.8
1.0

x

f(x)

-3 -2 -1 0 1 2 3

0.0
0.1

0.2
0.3

0.4
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確率関数

Xが離散型確率変数のときは，「確率関数」

p(x) = P (X = x)

を用いるのが便利．確率分布関数は

F(x) =
∑
xi≤x

p(xi)

と表現される．ただし xi, i = 1,2, . . .は，xの取り得る値．∑
xi

p(xi) = 1; p(xi) ≥ 0

[例] 2枚のコインの表の枚数の確率関数は，表裏の確率が等しいとして，

p(0) = 1/4, p(1) = 1/2, p(2) = 1/4
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(確率)密度関数

Xが連続型確率変数のときは，(確率)密度関数f(x)が便利．確率分布関数は

F(x) =
∫ x

−∞
f(y) dy

と表現される． ∫
f(x) dx = 1; f(x) ≥ 0

直観的には，ヒストグラムの極限 (データ数無限，分点の間隔ゼロ)

f(x) = lim
h→+0

P(x < X ≤ x+ h)

h
= lim

h→+0

F (x+ h)− F(x)

h
=

dF

dx
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1.4 期待値

離散型確率変数Xが，x1, x2, . . .という値を確率p(x1), p(x2), . . .でとるものとする．

µ = E[X] =
∑
i

xip(xi)

を確率変数の「期待値」あるいは平均と呼ぶ．

[例] サイコロの目がすべて同じ確率 1
6ならば，

x1 = 1, x2 = 2, . . . , x6 = 6; p(xi) =
1
6とおいて，その期待値は

E[X] = 1× 1

6
+ 2× 1

6
+ · · ·+6× 1

6
= 3.5

Xが連続型確率変数の場合には密度関数f(x)を用いて，

µ = E[X] =
∫ ∞

−∞
xf(x) dx
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確率変数Xのある関数をg(X)とするとその期待値は

E[g(X)] =
∑
i

g(xi)p(xi) 又は E[g(X)] =
∫ ∞

−∞
g(x)f(x) dx

とくにg(X) = (X − µ)2とおくと，Xの「分散」が得られる．

σ2 = V [X] = E[(X − µ)2] =
∑
i

(xi − µ)2p(xi) 又は
∫ ∞

−∞
(x− µ)2f(x) dx

(X − µ)2は，Xのµからのへだたりをあらわしている．

サイコロの目の分散は

V [X] = (1− 3.5)2 × 1

6
+ (2− 3.5)2 × 1

6
+ · · ·+ (6− 3.5)2 × 1

6
=

35

12
≈ 2.92

「標準偏差」 (standard deviation)は

σ =
√
V [X] =

√
35

12
≈ 1.71
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(公式)

V [X] = E[X2]− (E[X])2

[例] サイコロの目ではE[X2] = 91/6, E[X]2 = (7/2)2

91

6
−
(7
2

)2
=

35

12

[証明]

E[(X − µ)2] = E[X2 − 2µX + µ2] = E[X2]− 2µE[X] + µ2 = E[X2]− µ2

[参考]

E[X + Y ] = E[X] + E[Y ]

E[aX] = aE[X]
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1.5 多次元の確率分布

多次元確率変数 (k次元確率ベクトル)

X(ω) = (X1(ω), . . . , Xk(ω))

同時分布関数

F (x1, . . . , xk) = P (X1 ≤ x1, . . . , Xk ≤ xk)

= P ({ω|X1(ω) ≤ x1, . . . , Xk(ω) ≤ xk})

ω ω( )

Ω X2

X1

X

Ω X2

X1

(x1,x2)

[例] Ω = {クラスの人}

X1(ω) = ωさんの身長, X2(ω) = ωさんの体重
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• Xが離散型の場合は，「同時確率関数」

p(x1, . . . , xk) = P (X1 = x1, . . . , Xk = xk)

をもちいて分布関数は

F (x1, . . . , xk) =
∑

y1≤x1
· · ·

∑
yk≤xk

p(x1, . . . , xk)

• Xが連続型の場合は，「同時密度関数」

f(x1, . . . , xk)

をもちいて分布関数は

F(x1, . . . , xk) =
∫ x1

−∞
· · ·

∫ xk

−∞
f(y1, . . . , yk) dy1 · · · dyk
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同時確率関数 (離散型); 同時確率密度 (連続型)

p(x, y) = P (X = x, Y = y); f(x, y) =
d2F

dxdy

(X,Y )の同時分布

F(x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y) =
∑
x′≤x

∑
y′≤y

p(x′, y′);
∫ x

−∞

∫ y

−∞
f(x′, y′) dx′dy′

Xの「周辺分布」の確率関数; 密度関数

p(x) =
∑
y
p(x, y); f(x) =

∫ ∞

−∞
f(x, y) dy

X = xの時のY の「条件付」確率関数; 密度関数

p(y|x) = p(x, y)

p(x)
; f(y|x) = f(x, y)

f(x)

[注意] 本来なら pX(x), pY (y), pXY (x, y), pY |X(y|x)などと添字をつけて区別すべき
だが，特に混乱の恐れがない限り，簡単のため省略する．
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周辺分布，条件つき分布

X

Y
y

x

P(y)

P(x)

P(y|x)=
P(x,y)
P(x)

P(x,y)

A= {ω|Y (ω) = y}, B = {ω|X(ω) = x}

P(B) =
∑
y
p(x, y) = p(x), P(A ∩B) = p(x, y)

p(y|x) = P(A|B) = P (A ∩B)

P (B)
=

p(x, y)

p(y)
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確率関数の“chain rule”

• (X1, . . . , Xk) = (Y, Z)

Y = (X1, . . . , Xm), Z = (Xm+1, . . . , Xk)

と分割すれば

p(x1, . . . , xm) = p(y) =
∑
z
p(y, z) =

∑
xm+1,...,xk

p(x1, . . . , xk)

p(xm+1, . . . , xk|x1, . . . , xm) = p(z|y) = p(y, z)

p(y)
=

p(x1, . . . , xk)

p(x1, . . . , xm)

• 繰り返し適用すると，

p(x1, . . . , xk) = p(xk|x1, . . . , xk−1)p(xk−1|x1, . . . , xk−2) · · ·
· · · p(x3|x1, x2)p(x2|x1)p(x1)
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時系列 (マルコフモデル)

x1, x2, . . . , xk

が時系列のとき，しばしば 1時刻前の影響だけを考えれば良いことがある．

p(xm|x1, . . . , xm−1) = p(xm|xm−1)

という仮定が用いられる．このとき “chain rule”より，

p(x1, . . . , xk) = p(xk|xk−1)p(xk−1|xk−2) · · · p(x3|x2)p(x2|x1)p(x1)

もし 2時刻まえの影響までを考慮するなら，

p(x1, . . . , xk) = p(xk|xk−1, xk−2)p(xk−1|xk−2, xk−3) · · ·
· · · p(x4|x3, x2)p(x3|x2, x1)p(x2|x1)p(x1)
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確率変数の独立性

確率変数XとY が独立とは，事象{ω|X(ω) ≤ x}と{ω|Y (ω) ≤ y}が独立のとき．

P (X ≤ x, Y ≤ y) = P (X ≤ x)P (Y ≤ y)

これより

p(x, y) = p(x)p(y); f(x, y) = f(x)f(y)

X1,X2, . . . , Xkが「独立」

p(x1, . . . , xk) = p(x1) · · · p(xk); f(x1, . . . , xk) = f(x1) · · · f(xk)

x1, . . . , xkを「時系列」とみなすと，これは前の時刻の影響が全くないモデルに相当する．
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独立性と無相関

もしXとY が独立なら，

E[g(X)h(Y )] =
∫
f(x)g(x) dx

∫
f(y)h(y) dy = E[g(X)]E[h(Y )]

したがって「共分散」 (covariance)

C(X,Y ) = E[(X − µX)(Y − µY )] = E[X − µX]E[Y − µY ] = 0

もしくは「相関」 (correlation)

ρ(X,Y ) =
C(X,Y )√
V (X)V (Y )

= 0

[注意] ただしC(X, Y ) = 0だからといってXとYが独立とは言えない．独立性の指標に
は「相互情報量」（後述）が便利．

(X,Y )が多変量正規分布の場合には，独立性と無相関はおなじ．
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条件つき独立とマルコフ性

• 確率変数X,Y, Zの同時分布が

p(x, y, z) = p(x|z)p(y|z)p(z)

を満たすとき，XとY はZの下で「条件つき独立」であるという．

• 同時分布のグラフ表現 (グラフィカルモデル)

p(xm|x1, . . . , xm−1) = p(xm|xi, i ∈ Cm)

のときXmに向かう矢印をXi, i ∈ Cmから引く

Z

X Y

Z1Z2Z3Z4Z5

Y1Y2Y3Y4Y5

X1X2X3X4X5
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2 確率分布と統計モデル

この章のトピック — パラメトリック・モデル

• 離散型確率分布

• 連続型確率分布

• 統計的モデル
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2.1 離散型確率分布

1A 2項分布

1B ポアソン分布

1C 多項分布

2.2 連続型確率分布

2A 一様分布

2B 正規分布

2C 多次元正規分布

2D カイ2乗分布
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1A. 2項分布

n回コイン (画びょう)を投げたとき，表の出る回数kの分布．

p(k|θ) =

 n

k


 θk(1− θ)n−k; k = 0,1, . . . , n

θ: 1回のコイン投げで表の出る確率

[例] コイン投げ θ = 0.5, n= 10として計算すると，

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2項分布 .001 .010 .044 .117 .205 .246 .205 .117 .044 .010 .001

正規近似 ∗ .002 .010 .042 .113 .207 .252 .207 .113 .042 .010 .002

数値実験 ∗∗ .001 .010 .045 .120 .199 .254 .204 .112 .047 .008 .001

* 後述の正規分布を利用して近似計算
* コンピュータによるシミュレーション 10回の画びょう投げ=1セットとして，10000

セットの実験 (3, 4, 6, 6, 5, 7, 2, 3, 5, 6, . . . , 6, 7, 2, 6, 7, 5, 4, 7, 3,

6.)
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[導出] (x1, . . . , xn)を各コイン投げでの表xi = 1か裏xi = 0を表すベクトルとする．

例えば，全て表なら (1, . . . ,1)，裏なら (0, . . . ,0)となる．

k =
n∑

i=1

xi

p(x1, . . . , xn|θ) = θx1(1− θ)(1−x1) × · · · × θxn(1− θ)(1−xn)

= θ(
∑

i xi) × (1− θ)
∑

i(1−xi)

= θk(1− θ)n−k

これに組合わせの数をかけてp(k|θ)を得る．

平均，分散
n∑

k=0

kp(k|θ) = nθ;
n∑

k=0

(k − nθ)2p(k|θ) = nθ(1− θ)

θ = 0.5, n = 10のとき E(k) = 5, V (k) = 2.5
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1B. ポアソン分布

毎日の事故の回数の分布．

p(k|λ) = λk

k!
exp(−λ); k = 0,1,2, . . .

平均，分散

E(k) =
∞∑
k=0

kp(k|λ) = λ; V (k) =
∞∑
k=0

(k − λ)2p(k|λ) = λ

[参考] 先程の2項分布をpBi，ポアソン分布をpPoと書くと，

lim
n→∞ pBi(k|λ/n) = pPo(k|λ)

である．
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1C. 多項分布

（かたよりのある）サイコロをn回投げたときの出る目の分布．

p(k1, . . . , kc|θ1, . . . , θc) =
n!

k1! · · · kc!
θ
k1
1 · · · θkcc

cは目の数，k1, . . . , kcはそれぞれの目の出た回数，θ1, . . . , θcはそれぞれの目の確率．
c∑

i=1

ki = n, ki ≥ 0;
c∑

i=1

θi = 1, θi ≥ 0

∑
k1,...,kc

p(k1, . . . , kc|θ1, . . . , θc) = 1

[導出] 第 i回目の試行でとる値をxiとすると

p(x1, . . . , xn|θ1, . . . , θc) = θx1 · · · θxn = θ
k1
1 · · · θkcc

これに組合わせの数をかける．
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[参考] c = 2のとき，2項分布になる．

p(k1, k2|θ1, θ2) =
n!

k1!k2!
θ
k1
1 θ

k2
2

ここで

k1 = k, k2 = n− k; θ1 = θ, θ2 = 1− θ

[参考] c個の独立なポアソン分布

pPo(ki|λi), i = 1, . . . , c

∑
i ki = nという条件付きでの(k1, . . . , kc)の分布は，多項分布

pPo(k1|λ1) · · · pPo(kc|λc)∑
k1+···+kc=n pPo(k1|λ1) · · · pPo(kc|λc)

=
n!

k1! · · · kc!
(λ1/n)

k1 · · · (λc/n)kc
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2A. 一様分布

区間 [0,1]上の一様分布の密度関数

f(x) =


 1 0 ≤ x ≤ 1

0 x < 0, x > 1
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0.17, 0.66, 0.62, 0.48, 0.97, 0.65, 0.09, 0.10, 0.46, 0.28, 0.78, 0.73,

0.65, 0.37, 0.79, 0.39, 0.59, 0.36, 0.41, 0.64, . . .
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2B. 正規分布

平均µ，分散σ2の正規分布の密度関数

f(x|µ, σ2) = 1√
2πσ2

exp
{
− 1

2σ2
(x− µ)2

}

確率変数Xがこの分布に従うとき

X ∼ N(µ, σ2)

とかく．

E(X) =
∫ ∞

−∞
xf(x|µ, σ2) dx= µ, V (X) =

∫ ∞

−∞
(x− µ)2f(x|µ, σ2) dx = σ2

[参考] X ∼ N(0,1)なら，σX + µ ∼ N(µ, σ2)
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標準正規分布 N(0,1) 密度関数φ(x)，分布関数Φ(x) =
∫ x
−∞ φ(y) dy

φ(x) =
1√
2π

exp

{
−x

2

2

}
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0.37, -0.57, 0.65, 1.89, 1.32, 1.52, 0.37, 0.36, -0.63, 0.90, 3.34,

-0.71, -2.06, -0.09, -0.29, -0.60, 2.20, -1.43, -0.49, 0.02, . . .
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2C. 多次元正規分布

平均ベクトルµ，共分散行列Σのk次元正規分布の密度関数

f(x|µ,Σ) = (2π)−k/2|Σ|−1/2 exp
{
−1
2
(x − µ)′Σ−1(x − µ)

}

確率変数X = (X1, . . . , Xk)
′がこの分布に従うとき，

X ∼ N(µ,Σ)

とかく．ただし x = (x1, . . . , xk)
′, µ = (µ1, . . . , µk)

′, Σ = (σij; i, j = 1, . . . , k)．

E(X) = µ, V (X) = E((X − µ)(X − µ)′) = Σ

x1

x2

-2 0 2 4

-3
-2

-1
0

1
2

3

x1

x2

-3 -2 -1 0 1 2 3

-2
0

2

b[, 1]

b[
, 2

]

-2 0 2

-2
0

2

(
1 0

0 1

)
(

1 0.5

0.5 1

)
(

1 −0.9
−0.9 1

)
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• とくにµ= 0, Σ = I = diag(1, . . . ,1)ならば

X ∼ N(0, I)

f(x|0, I) =
k∏

i=1

φ(xi)

X1, . . . , Xkは独立にN(0,1)に従う．

• 任意のΣ (正定値行列) は

Σ = LL′

と分解できるので，

LX + µ ∼ N(µ,Σ); X ∼ N(0, I)

とかける．
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2D. カイ2乗分布

X ∼ N(0, I)のとき，‖X‖2 = ∑k
i=1X

2
i は，自由度kのカイ2乗分布に従う．

‖X‖2 ∼ χ2k

とかく．

E(‖X‖2) = k; V (‖X‖2) = 2k

[平均の導出]

E(‖X‖2) = E(X2
1 + · · ·+X2

k ) = E(X2
1) + · · ·+ E(X2

k ) = k

X ∼ N(µ,Σ)，Σ = LL′ ならば，

L−1(X − µ) ∼ N(0, I)

従って

‖L−1(X − µ)‖2 = (X − µ)′Σ−1(X − µ) ∼ χ2k
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極限定理

{X1, X2, . . .}が独立に同一の分布に従い，その平均と分散をµ, σ2とし，
n → ∞の極限を考える．

Sn =
n∑

i=1

Xi

[大数の法則]

Sn

n
→ µ

[中心極限定理]

Sn − nµ
√
nσ

→ N(0,1)
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2.3 統計的モデル

• パラメトリック・モデル

• モデルの合成

• モデルの制約

• リパラメトリゼイション

• 条件つき分布モデル
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パラメトリック・モデル

X ∼ g(·); g(x) は真の密度関数 (or 確率関数)

目的： データ xから g(·)を推定すること

「モデル」を用いる

f(x|θ)

θ = (θ1, . . . , θK); θ ∈ Θ= {θ|θに関する制約}

パラメタを動かして得られるモデル全体を

f(·|Θ) = {f(x|θ) | θ ∈ Θ}

と書く．後述の「最尤法(さいゆうほう)」によってθを推定する．
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f(  |   )

f(   |   )

Θ

θ

Θ

g(  )

θ1
2

2

1

θ

θ

θ

モデルは必ずしも正しいとは限らない

むしろ，現実の応用ではモデルが「正しい」ことはまれ

misspecification
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自由なパラメタの数 (自由パラメタ数) k

「パラメタのうちk個の値を決めてしまうと残りのパラメタの値が一意に定まる」

[例] 正規分布 N(θ1, θ2)

f(x|θ) = 1√
2πθ2

exp

(
−(x− θ1)

2

2θ2

)

θ = (θ1, θ2) = (µ, σ2); Θ = {θ | θ2 > 0}

自由パラメタ数 = 2

[例] 多項分布

θ = (θ1, . . . , θc); Θ = {θ |
c∑

i=1

θi = 1, θ1 ≥ 0, . . . , θc ≥ 0}

自由パラメタ数 = c− 1
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モデルの合成

• 「混合モデル」 f(x|θf)のg(x|θg)混合は

h(x|θh) = αf(x|θf) + (1− α)g(x|θg)

θh = (α, θf ,θg)

• 「指数型混合モデル」 f(x|θf), g(x|θg)の混合は

h(x|θh) = exp
{
α log f(x|θf) + (1− α) log g(x|θg)

}
/C(α, θf ,θg)

• 「独立モデル」 X ∼ f(x|θf), Y ∼ g(y|θg)の合成は

h(x, y|θf ,θg) = f(x|θf)g(y|θg)
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モデルの制約
f(·|Θ) = {f(x|θ) | θ ∈ Θ}

f(·|Θ′) = {f(x|θ) |θ ∈ Θ′}; Θ′ ⊂ Θ

リパラメトリゼイション
f(·|Λ) = {f(x|λ) |λ ∈ Λ}

f(·|Θ) = {f(x|r(θ)) |θ ∈ Θ}; r(θ),θ ∈ Θ

[例] X ∼ N(µ, I), µ = (µ1, . . . , µk)がパラメタ．µ = r(θ)の例は

• µ1 = θ, . . . , µk = θ

• µi = θ1 + (i− 1)θ2, i = 1, . . . , k

• µ1 = θ1 cos θ2 sin θ3, µ2 = θ1 sin θ2 sin θ3, µ3 = θ1 cos θ3;

θ1 ≥ 0, −π < θ2 ≤ π, −π/2 ≤ θ3 ≤ π/2
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条件つき分布モデル

Xの実現値xが与えられたときのY の条件つき分布 — 回帰分析

X : 説明変数, Y : 目的変数

モデル

f(y|λ); λ = r(x;θ), θ ∈ Θ

なお，説明変数のモデルf(x|θX)とあわせると，(X, Y )の同時分布のモデル

f(x|θX)f(y|r(x; θ))

[例] 正規回帰モデル：Y ∼ N(µ(x), σ2(x)), σ2(x) = θ1

線形回帰：µ(x) = θ2 + θ3x

3次回帰モデル: µ(x) = θ2 + θ3x+ θ4x
2 + θ5x

3

フーリエ級数：µ(x) = θ2 +
∑M
m=1(θ2m+1 sin 2mπx+ θ2m+2 cos2mπx)
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