
擬球スコアとその周辺

金森敬文 (名大)

概要
スコアとは確率分布に対する損失関数であり，統計的推論のさまざまな場面で用いられている．本発表で
は Hölder不等式から導出されるスコアである擬球スコアを用いた統計的推論に関する最近の研究結果を
報告する．なお本研究は藤澤洋徳氏 (統数研)，竹之内高志氏 (はこだて未来大)との共同研究である．

スコアによる統計的推論

統計的推論においてデータから確率分布を推定するとき，最尤法など score (scoring rule [3])に基づく方法が
よく用いられる．標本空間Z 上の非負値関数の集合をMとするとき，次の条件を満たす S : M×M → R
を scoreという 1．

1. f, g ∈ Mに対して S(f, g) ≥ S(f, f)．

2. Z 上の確率密度 p, qに対して S(p, q) = S(p, p)なら p = q．

3. pが確率密度のとき，S(p, f), f ∈ Mは EZ∼p[ℓ(Z, f)]と表せる．

定義より D(f, g) = S(f, g) − S(f, f)とすると D(f, g) ≥ 0が成り立つ．D(f, g)を divergenceという．最
尤推定では S(p, q) = −EZ∼p[log q(Z)] を用い，対応する divergence は Kullback-Leibler (KL) divergence
とよばれる．
データ z1, . . . , zn ∼i.i.d. p が観測されたとき，スコア S(p, q)の pにデータの経験分布 p̃を代入すると

S(p̃, q) =
1

n

n∑
i=1

ℓ(zi, q)

となる．大数の法則から S(p̃, q) の値は S(p, q) に近いと考えられるので，S(p̃, q)を小さくするような q は
データの分布 p に近いと期待される．このようにしてスコアを用いて統計的推論を行うことができる．
本発表では特に次の２つの scoreに着目する．記号 ⟨f⟩は Z 上の測度に関する積分

∫
Z fdµ (離散空間な

ら和)を意味する．

例 1 (密度羃スコア; Density-Power score [1]). パラメータ γ > 0に対して

SDP(f, g) = γ⟨g1+γ⟩ − (1 + γ)⟨fgγ⟩

とする．M上の関数 f 7→ ⟨f1+γ⟩の凸性から SDP(f, g) ≥ SDP(f, f)となる．等号が成立するとき f = gが
成り立つ．

例 2 (擬球スコア; Pseudo-Spherical score [2, 4]). パラメータ γ > 0に対して

SPS(f, g) = − ⟨fgγ⟩
⟨g1+γ⟩γ/(1+γ)

とする．Hölder 不等式から SPS(f, g) ≥ SPS(f, f)となることが分かる．等号が成立するとき f と gは１次
従属である．

1厳密には，S の定義域はM×M を適切に制限した集合となる．また a.e. などは省略する．
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上記の 2つの scoreを適当にスケーリングすると，対応するダイバージェンスは γ → 0の極限で KL-
divergenceに一致する．また等式

min
c>0

SDP(p, cpθ) = −{−SPS(p, pθ)}1+γ

が成り立つ．

本発表では，擬球スコアや密度羃スコアを用いた統計的推論について考察する．既存の推定法のロバス
ト性や計算効率を改善するために，上記のスコアを非正規化モデルと組み合わせて用いる統計的手法を提
案し，その統計的性質について調べる．詳細は [5, 6]を参照のこと．
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