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0 序
本修士論文では,現代の数理ファイナンスにおいて最も基本となる無裁定理論につい

てまとめた.裁定機会とは,直観的に言えば「無リスクで利益を得られるような投資戦略」
を指す.もしこのような投資戦略が存在したとすると,理性的な投資家はこのような投
資戦略により富を増大させるだろう.その結果,需要と供給の関係からマーケットの資産
価格は変動し,裁定機会は消失すると考えられる.それゆえ経済学で用いられる均衡マー
ケットでは,このような裁定機会は存在しないという要請が課せられる.無裁定理論は,

裁定機会が存在しない (無裁定)という条件の数学的定式化を図る理論である.

無裁定の概念は, F. BlackおよびM. Scholesの論文 [2]で導入された.彼らは,幾何ブ
ラウン運動で表現される株価過程モデル (Black-Scholes model)において,無裁定の概念
を用いることでオプションの価格が一意的に決定することを示した.その後より一般の
マーケットモデルにおける無裁定理論が展開された. M. Harrison, D. Kreps, S. Pliska

らの論文 [13], [14]により,有限確率空間上で定義される有限時間モデルにおいて,マー
ケットが無裁定であることと価格過程がある同値確率測度の下でマルチンゲールとなる
ことが同値であることが証明された.これは数理ファイナンスの基本定理 (Fundamental

Theorem of Asset Pricing)と呼ばれ,現代のファイナンス理論において広く用いられる
重要な概念である.また無裁定という経済学的概念とマルチンゲール理論を結ぶ関係を
示唆するという点で非常に興味深い.

本修士論文では,数理ファイナンスの基本定理について,有限確率空間上の有限時間
モデルから始まり,より一般のマーケットモデルにおける Kreps-Yanの定理を経て, F.

DelbaenとW. Schachermayerによる最も一般的な形の結果を証明も含めて詳しくまと
めた.さらにそこから発展し,[18], [19]で導入された large financial marketにおける無裁
定理論のいくつかの先行研究についてまとめた. Large financial marketは無限個の証券
からなるマーケットであり,金利マーケットモデルや保険数学などに応用可能性がある.

ここでは有限次元の設定では現れなかった近似的な裁定機会の概念が考察対象となる.近
似的な裁定機会に関する先行研究の議論を念頭に, large financial marketにおける基準
財変更と無裁定条件に関する筆者の結果を最後の節で述べた.現在までで large financial

marketにおける統一的な理論は無く,さらなる研究の余地があると考えられる.

本修士論文は大きく分けて第 I部,第 II部からなる.第 I部では,主に [8]を参考に有限
個の証券からなるマーケットモデルにおける数理ファイナンスの基本定理についてまと
めた.第 1節では有限確率空間上の有限時間マーケットモデルにおいて無裁定条件を定
義し,数理ファイナンスの基本定理の証明をまとめた.この最も簡単な設定においても,

無裁定理論の本質的な概念が見て取ることができる.第 2節で一般のマーケットモデル
におけるKreps-Yanの定理についてまとめ,その主張の経済学的に不十分な点について
考察した後,第 3節でより精密化された形であるDelbaen-Schachermayerの定理の証明
を与えた. Delbaen-Schachermayerの定理ではセミマルチンゲールの一般論および関数
解析的な議論を多岐にわたり用いることとなる.そこで第 3.1節で, [5], [8], [16], [27], [4]

を参考にセミマルチンゲールに関するベクトル確率積分について詳しくまとめた.また
無裁定理論で用いられる関数解析的な事実についても,基本的なもの以外はその都度証
明を与えるよう努めた.第 3.3節では, Delbbaen-Schachermayerの定理に対し,抽象的な
モデルにおける [17]の議論を本修士論文の設定に適用することで,元論文 [9]および文献
[8]のものより簡潔な証明を与えた.第 II部では,第 I部での議論を念頭に large financial
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marketにおける数理ファイナンスの基本定理についてまとめた.第 4節では確率空間の
無限列で表現される large financial marketにおける近似的な裁定機会を定義し,それに
関する無裁定条件についての重要な先行研究をまとめた.第 5節では一つの確率空間上の
無限次元セミマルチンゲールとして表現される large financial marketを考える.ここで
は [6]の抽象的なモデルを本修士論文の設定に適用し,数理ファイナンスの基本定理につ
いて議論した.最後にこのマーケットモデルにおいて,基準財変更と無裁定条件の関係性
に関する筆者の結果をまとめた.また,非常に単純な large financial marketの例を考え,

この簡単な設定の下でも有限次元との本質的な差異が見られることを示した.さらに,こ
の例において,無裁定条件が基準財変更により保存しないことを示した.

Notation

· R = (−∞,∞), R+ = [0,∞).

· a ∧ b = min(a, b), a ∨ b = max(a, b), f+ = max(f, 0), f− = max(−f, 0).

· 集合Aに対し, Aの定義関数を 1lAと書く.

· 線形空間 X の部分集合 Aに対し, Aの元の凸結合 (convex combination)全体を
conv(A)と書く.すなわち conv(A)は有限個のx1, · · · , xn ∈ Aおよび convex weight

(λ1, · · · , λn) ( i.e. λi ≥ 0, ∀i = 1, · · · , n,
∑n

i=1 λi = 1)を用いて x =
∑n

i=1 λixiと
書ける x全体の集合である.

· 可測空間 (Ω,F)上の二つの確率測度 P, Qについて, Qが Pについて絶対連続であ
るときQ ≪ Pと書く. Q ≪ Pかつ P ≪ Qであるとき, PとQは同値であると言
い, P ∼ Qと表す.またQ ≪ Pであるとき, Qの Pに関するRadon-Nikodym導関
数を dQ

dP と表す.

· 確率空間 (Ω,F ,P)に対し, P-a.s.で有限なF -可測関数全体を同値関係 f ∼ g
def⇐⇒

f = g a.s.で割った集合を L0(Ω,F ,P)と書く.L0(Ω,F ,P)の元 [f ]を代表元を用い
て単に f などと表す. L0(Ω,F ,P)は Pに関する確率収束位相で F-空間となること
が知られている.列 (fn)n∈N ⊂ L0(Ω,F ,P)が f ∈ L0(Ω,F ,P)に n → ∞で確率収
束するとき, P- limn→∞ fn = f , fn

P−→
n→∞

f などと書く.

· 空間 Lp(Ω,F ,P), p ∈ [0,∞]に対し,

Lp+(Ω,F ,P)
def
= {f ∈ Lp(Ω,F ,P) | f ≥ 0, P-a.s.},

Lp−(Ω,F ,P)
def
= {f ∈ Lp(Ω,F ,P) | f ≤ 0, P-a.s.}

と書く.

· 確率測度 Pに関する期待値をEPなどと表す. Pへの依存性が文脈から明らかな場
合は単に Eと書く.

· càdlàg確率過程 (a.s.で右連続かつ左極限を持つ確率過程) X = (Xt)t∈R+ に対し,

X∗ = (X∗
t )t∈R+ をX∗

t
def
= sups∈[0,t] |Xs|と定義し, X∗

∞
def
= sups∈R+

|Xs|と書く.また

X− = (Xt−)t∈R+ をX0−
def
= 0, t > 0に対してXt−

def
= lims↑tXsと定義し, ∆X =

(∆Xt)t∈R+を∆Xt = Xt −Xt−と定義する.
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· フィルトレーション付き確率空間 (Ω,F ,F,P)上の適合過程Xおよび停止時刻 τに
対し,停止過程Xτ = (Xτ

t )t∈R+をXτ
t

def
= Xτ∧tと定義する.

· フィルトレーション付き確率空間 (Ω,F ,F,P)上の二つの停止時刻 σ, τ に対し,

[[σ, τ [[= {(ω, t) | t ∈ R+, σ(ω) ≤ t < τ(ω)},

]]σ, τ ]] = {(ω, t) | t ∈ R+, σ(ω) < t ≤ τ(ω)}

などと表す (stochastic interval).
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第 I部

有限個の証券からなるマーケットモデル

1 有限確率空間上の有限時間マーケットモデル

1.1 モデルの設定

有限確率空間 (Ω,F ,P)を考える.ただし Ω = {ω1, . . . , ωN}, F = 2Ω とし,各 n =

1, . . . , N に対し P{ωn} > 0であるとする.このとき (Ω,F ,P)上の確率変数の空間は,位
相線形空間としてRN と同一視できる.すなわち

L∞(Ω,F ,P) ∼= L1(Ω,F ,P) ∼= L0(Ω,F ,P) ∼= RN (1.1)

が成立する.しかし,一般の確率空間における場合での議論と関連付けるため,それぞれ
の空間を区別して表記することにする.

有限個の時間の集合 T = {0, . . . , T}を考え, F = (Ft)
T
t=0をフィルトレーションとす

る.すなわち各FtはF の部分 σ加法族であり, F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ FT ⊂ F を満たすとす
る.記号の簡略化のため FT = F と仮定する.経済学的には σ加法族 Ftは時刻 tにおけ
る情報の集まりと考えられ,フィルトレーションは時間の増大に関して情報量が増大し
ていくことを表している.

d個の証券 (危険資産）の価格の時間発展挙動を,フィルトレーションFに適合的なRd-

値確率過程 S = (S1, . . . , Sd)により表現する.また,補助的に安全資産の価格過程 S0 ≡ 1

を考える.すなわちすべての資産価格は安全資産 S0による割引価格を表すこととする.

ここでは,最も基本的な有限確率空間上の有限時間マーケットモデルを考えることとな
る.この簡単な場合においても,後に見るように裁定理論における最も本質的な概念が現
れる.

まず,上で定義したマーケット Sにおける投資戦略 (trading strategy)を定義する.

定義 1.1. Rd-値可予測過程H = (Ht)
T
t=1 = (H1

t , . . . , H
d
t )
T
t=1を投資戦略と呼び,投資戦略

全体の集合をHと書く.ここで確率過程H が可予測であるとは,各 t = 1, . . . , T に対し
HtがFt−1-可測であることを意味する.投資戦略H ∈ Hに対し,確率積分H · Sを

(H · S)t
def
=

t∑
u=1

(Hu,∆Su), t = 1, . . . , T (1.2)

により定義する.ただし∆Su = Su − Su−1であり, (·, ·)はRdの標準内積を表す.

この定義において, (H · S)tは投資戦略H に従う,時刻 tまでの累計 (割引)損益額を
表す.

1.2 無裁定条件と数理ファイナンスの基本定理

この節では,上で定義した有限確率空間上の有限時間マーケットモデルにおける無裁
定条件を定式化し,マーケットが無裁定となるための必要十分条件を求める.まず,無裁
定条件を定義するために,初期資産 0で複製可能なクレーム（条件付請求権）の集合を
導入する.
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定義 1.2. 集合K, Cを次のように定義する;

• 初期資産 0で複製可能なクレームの集合Kを

K def
= {(H · S)T | H ∈ H} (1.1)

と定義する;

• 初期資産 0で優ヘッジ可能なクレームの集合 Cを

C def
= {g ∈ L∞(Ω,F ,P) | ∃f ∈ K s.t. g ≤ f} (1.2)

と定義する.

明らかにKは L0(Ω,F ,P)の部分空間, Cは L∞(Ω,F ,P)の凸錐である.この記号を用
いて,無裁定条件は次のように定義される.

定義 1.3. マーケット Sは,

K ∩ L0
+(Ω,F ,P) = {0} (1.3)

を満たすとき,無裁定 (No Arbitrage, (NA))であるという.

すなわち,マーケットが無裁定であるとは,初期資産 0から始まり,満期 T における資
産が非負かつ正の確率で正となる投資戦略（裁定機会（arbitrage opportunity））が存在
しないことを表す.もしこのような投資戦略が存在するなら,証券の保有量を大きくする
ことで,投資家は無リスクで無限に大きい富を得ることができる.しかしこのような戦略
は効率的な投資家達によりすぐに市場で取引されるため,需要と供給の関係から価格が
変動し,直ちに裁定機会は消滅する.このような理由から,成熟し均衡化されたマーケッ
トの数理モデルとして無裁定条件が要請される.また無裁定条件を根拠にデリバティブ
(金融派生商品）の価格付け理論が展開され,実際に実務においてもこのような方法で価
格付けが行われている.

ここで,無裁定条件 (1.3)は

C ∩ L∞
+ (Ω,F ,P) = {0} (1.4)

と同値であることに注意する.後述の数理ファイナンスの基本定理において, Kよりもむ
しろ凸錐 Cの方が本質的な役割を持つことが見て取れる.

次に,マルチンゲール測度および同値マルチンゲール測度を定義する.

定義 1.4. (Ω,F)上の確率測度Qで,価格過程 SがQの下でマルチンゲールとなるよう
なものを Sのマルチンゲール測度と呼ぶ.また, Pと同値（Q ∼ P）であるようなマルチ
ンゲール測度を同値マルチンゲール測度と呼ぶ. Sのマルチンゲール測度全体の集合を
M(S),同値マルチンゲール測度全体の集合をMe(S)と書く.

後述の数理ファイナンスの基本定理は,無裁定条件と同値マルチンゲール測度の存在
性が（本質的に）同値であることを示す.次の補題によりマルチンゲール測度が特徴付
けされる.

補題 1.5. (Ω,F)上の確率測度Qに対し,次の 3条件は同値である;
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(i) Q ∈ M(S);

(ii) EQ[f ] = 0, ∀f ∈ K;

(iii) EQ[g] ≤ 0, ∀g ∈ C.

証明. (i) ⇔ ∀t = 1, . . . , T, ∀A ∈ Ft−1, EQ[1lA∆St] = 0 ⇔ (ii).

(ii) ⇔ (iii) は明らか.

注意 . Sのマルチンゲール測度Qの下で,確率積分H · Sはマルチンゲールとなること
に注意する.実際, HtはFt−1-可測であるから,

EQ((Ht,∆St)|Ft−1) = HtEQ(∆St|Ft−1) = 0 (1.5)

が成立する.

数理ファイナンスの基本定理の証明において,無裁定条件の下でL∞(Ω,F ,P) (∼= RN)

の凸錐 Cが閉集合となることが本質的な役割をもつ.次の補題は,有限次元ユークリッド
空間における閉錐集合のMinkowski和が再び閉集合となるための十分条件を与える.

補題 1.6. RN の二つの閉錐部分集合 A1, A2（凸でなくてもよい）が,正半独立（i.e.

∀x ∈ A1,∀y ∈ A2に対し, x+ y = 0ならば, x = y = 0となる）ならば, A1 + A2は閉で
ある.

証明. {zk}k∈N ⊂ A1 +A2で zk
k→∞−→ z ∈ RN なるものを取る. z ∈ A1 +A2となることを

示す.各 k ∈ Nに対し, zk = xk + yk (xk ∈ A1, yk ∈ A2)と書ける.

1. {xk}k∈Nが有界の場合

ある部分列 {kl}l∈N ⊂ Nが存在し, liml→∞ xkl = ∃x ∈ RN となる. A1は閉である
から, x ∈ A1となる.このとき ykl = zkl − xkl は z − xに収束し, A2が閉であるこ
とより, z − x ∈ A2となる.したがって z ∈ A1 + A2となる.

2. {xk}k∈Nが非有界の場合

ある部分列 {k1l }l∈N ⊂ Nが存在し, xk1l ̸= 0かつ liml→∞ |xk1l | = ∞となる.ゆえに

1

|xk1l |
(xk1l + yk1l )

l→∞−→ 0 (1.6)

が従う.さらに部分列 {k2l }l∈N ⊂ {xk}k∈Nが存在し,

1

|xk2l |
xk2l

l→∞−→ ∃x ∈ RN (1.7)

となる.明らかに x ̸= 0である.またA1は閉錐なので, x ∈ A1である.さらにこの
とき

1

|xk2l |
yk2l

l→∞−→ ∃y ∈ RN (1.8)

となり, A2が閉錐であることより, y ∈ A2となる.今, x + y = 0となるが,これは
A1とA2が正半独立であるという仮定に矛盾する.
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命題 1.7. Sが無裁定ならば, Cは L∞(Ω,F ,P) ∼= RN の閉凸錐となる.

証明. 明らかに C は凸錐である. L− = {x ∈ RN | (x, ω) ≤ 0, ∀ω ∈ Ω}とおくと,

C = K + L−と書ける.今, f ∈ K, g ∈ L−に対し, f + g = 0とすると, f = −g ∈ L+と
なり,無裁定条件より f = g = 0となる.ゆえにこのときKと L−はRN の正半独立な閉
錐部分集合であり,補題 1.6より Cは閉集合となる.

ここで,補題 1.6および命題 1.7の証明は有限次元特有の性質（Bolzano-Weierstrassの
定理）を用いていることに注意する.また,補題 1.6において正半独立であるという条件
は本質的である.すなわち, RN の二つの閉凸錐A1, A2に対し, A1 +A2は凸錐であるが,

一般には閉であるとは限らない.

例 1.8 (反例). R3の二つの閉凸錐部分集合

A1 = {(x, y, z) ∈ R3 |
√
x2 + y2 ≤ z} , A2 = {−t(1, 0, 1) | t ∈ R+} (1.9)

を考える (A1とA2は正半独立でない). t ≥ 2のとき
(
t, 1 + 1

t
, t+ 1

t

)
∈ A1であることに

注意する.しかし

lim
t→∞

((
t, 1 +

1

t
, t+

1

t

)
− t(1, 0, 1)

)
= (0, 1, 0) ̸∈ A1 + A2 (1.10)

となるため, A1 + A2は閉ではない.

上の議論に注意して,数理ファイナンスの基本定理を証明する.

定理 1.9 (数理ファイナンスの基本定理 (Harrison-Pliska, 1981)). 有限確率空間上の有
限時間マーケット Sに対し,次は同値;

(i) S が無裁定;

(ii) Me(S) ̸= ϕ.

証明. (ii) =⇒ (i)

仮定よりQ ∈ Me(S)が存在する.補題 1.5より

EQ[g] ≤ 0, ∀g ∈ C (1.11)

が成立する.一方,もし g ∈ C ∩ L∞
+ (Ω,F ,P)で g ̸= 0であるものが存在したとすると,

Q ∼ Pに注意して EQ[g] > 0となり矛盾が生じる.したがって Sは無裁定である.

(i) =⇒ (ii)

L∞(Ω,F ,P) ∼= RN の単位ベクトル (1l{ωn})
N
n=1の凸包を考える;

P
def
=

{
N∑
n=1

µn1l{ωn} | µn ≥ 0,
N∑
n=1

µn = 1

}
. (1.12)

明らかにP はL∞
+ (Ω,F ,P)の凸部分集合であり, L∞(Ω,F ,P) ∼= RNにおいてコンパクト

である.また,命題 1.7より Cは L∞(Ω,F ,P) ∼= RN の閉凸部分集合である.さらに,仮定
(NA)より

C ∩ P = ϕ (1.13)
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が成立する.したがってHahn-Banachの分離定理（閉凸とコンパクト凸の強分離）より,

あるQ ∈ L1(Ω,F ,P) ∼= RN が存在し,

sup
g∈C

(Q, g) < inf
h∈P

(Q, h) (1.14)

が成立する.今, Cが凸錐であることより supg∈C(Q, g) ≤ 0, 0 ∈ Cより supg∈C(Q, g) = 0

となる.特に
(Q, 1l{wn}) > 0 , ∀n = 1, . . . , N (1.15)

となり,正規化することによりQは (Ω,F)上のPと同値な確率測度となることがわかる.

EQ[g] = (Q, g) ≤ 0 (∀g ∈ C)に注意して,補題 1.5よりQ ∈ Me(S)となる.

数理ファイナンスの基本定理は,無裁定という経済学的に意味を持つ概念とマルチン
ゲール理論の架け橋となる重要な定理であり,またその証明はHahn-Banachの分離定理
という幾何学的性質の強い定理が本質的に用いられているという点で非常に興味深い.

上の証明からわかる通り, (ii) ⇒ (i)はほとんど明らかで,逆の関係 (i) ⇒ (ii)の証明
が困難である. (i) ⇒ (ii)の証明を整理すると,次のような流れとなる.

1. 無裁定条件の下, Cが L∞(Ω,F ,P) ∼= RN の閉凸部分集合となる.

2. Hahn-Banachの分離定理より, CとL∞
+ (Ω,F ,P)のあるコンパクト凸部分集合（P）

を分離する超平面 (Q ∈ L1(Ω,F ,P) ∼= RN)の存在性が従う.

3. マルチンゲール測度の Cに関する特徴づけ（補題 1.5）により,正規化されたQが
Sの同値マルチンゲール測度となることがわかる.

一般の確率空間上の連続時間マーケットモデルにおいても,数理ファイナンスの基本定
理の非自明な主張（無裁定⇒同値マルチンゲール測度が存在）は上の流れで証明でき
る.ただしその場合,最初のステップ (無裁定⇒ Cが閉集合）の証明が非常に複雑となる.

有限確率空間上の有限時間マーケットモデルにおける最初のステップは命題 1.7により
保障されるが,前述の通りこの証明方法は有限次元特有の性質に強く依存している.一般
の場合には, Hahn-Banachの分離定理を適用するために,無裁定条件を若干強めた条件
の下で Cが L∞(Ω,F ,P)の汎弱位相で閉集合となることを示す必要がある.

2 No Free Lunch

2.1 一般のマーケットモデル

ここでは一般の確率空間 (Ω,F ,P)上の連続時間マーケットモデルを考える.時間集合
をT = R+とし,フィルトレーション F = (Ft)t≥0は通常の条件 (i.e. 右連続かつF0は零
集合全体を含む)を満たすとする.

d個の危険資産の割引価格過程 S = (St)t≥0をRd-値 càdlàg適合過程とし,ここでは S

は局所有界であると仮定する.特にBlack-Scholesモデル (幾何ブラウン運動モデル)など
連続な経路を持つ確率過程は局所有界な価格過程である.

まず,単純戦略 (simple strategy)とその確率積分,および許容的 (admissible)な投資戦
略の概念を導入する.
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定義 2.1. Rd-値可予測過程H = (Ht)t≥0 (H0 = 0とする)で次の形のものを単純戦略
(simple strategy)と呼ぶ;

H =
n∑
i=1

hi1l]]τi−1,τi]]. (2.1)

ただし, 0 = τ0 ≤ τ1 ≤ · · · ≤ τn < ∞は a.s.で有限な停止時刻,各 hiはFτi−1
-可測なRd-

値確率変数である.このHに対し,確率積分H · Sを次の確率過程として定義する;

(H · S)t
def
=

n∑
i=1

(hi, Sτi∧t − Sτi−1∧t) =
n∑
i=1

d∑
j=1

hji (S
j
τi∧t − Sjτi−1∧t), t ∈ [0,∞). (2.2)

また,その終端確率変数を

(H · S)∞
def
=

n∑
i=1

(hi, Sτi − Sτi−1
) (2.3)

と定義する.停止過程 Sτnおよび h1, . . . , hnが一様有界であるとき,単純戦略Hは許容的
(admissible)であるという.許容的な単純戦略全体の集合をHsimpleと書く.

上の定義はHの具体的な形 (2.1)に依らずwell-definedであることに注意する.

定義 2.2. (Ω,F)上の確率測度QでQ ≪ PかつSがQの下で局所マルチンゲールとなる
ものを, Sの局所マルチンゲール測度と呼ぶ.また,局所マルチンゲール測度QでQ ∼ P
であるものを Sの同値局所マルチンゲール測度と呼ぶ.局所マルチンゲール測度全体の
集合をM(S),同値局所マルチンゲール測度全体の集合をMe(S)と書く.

有限確率空間の場合と同様に,初期資産 0で単純戦略によりヘッジ可能なクレームの
集合を次で定義する;

Hsimple def
= {(H · S)∞ | H ∈ Hsimple}, (2.4)

Csimple def
= Hsimple − L∞

+ (Ω,F ,P) = Hsimple + L∞
− (Ω,F ,P) (2.5)

= {g ∈ L∞(Ω,F ,P) | ∃f ∈ Hsimple s.t. g ≤ f a.s.}. (2.6)

このとき, HsimpleはL∞(Ω,F ,P)の部分空間, CsimpleはL∞(Ω,F ,P)の凸錐であることに
注意する.

有限確率空間における場合と同様に,局所マルチンゲール測度はHsimpleまたは Csimple

を用いて特徴付けされる.

補題 2.3. (Ω,F)上の確率測度Q ≪ Pに対し,次の 3条件は同値;

(i) Q ∈ M(S);

(ii) EQ[f ] = 0, ∀f ∈ Ksimple;

(iii) EQ[g] ≤ 0, ∀g ∈ Csimple.

さらに,任意の局所マルチンゲール測度Q ∈ M(S)の下, H ∈ Hsimpleの確率積分H · S
はマルチンゲールとなる.
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証明. (ii) ⇐⇒ (iii)は明らか.

Q ∈ M(S)とする.このとき停止時刻の増大列 {σj}j∈Nで σj ↑ ∞ Q-a.s. なるものが
存在し,各停止過程Sσj はQのもとで一様可積分マルチンゲールとなる.このとき任意の
H =

∑n
i=1 hi1l]]τi−1,τi]] ∈ Hsimpleおよび任意の時刻 0 < s < tに対し, {s < τk−1} ∩ {τl−1 ≤

t < τl}上で

EQ((H · S)σjt |Fs) = EQ((H · Sσj)t|Fs) (2.7)

= (H · Sσj)s +
l∑

i=k

EQ((hi,EQ(S
σj
τi∧t − Sσjτi−1

|Fτi−1
))|Fs) (2.8)

= (H · Sσj)s (2.9)

が成立する.ただし第三の等式は Sσj がQのもとで一様可積分マルチンゲールであるこ
とおよび任意抽出定理による.したがって各停止過程 (H · S)σj はQの下でマルチンゲー
ルとなり,ゆえに確率積分H · SはQの下で局所マルチンゲールとなる.さらにH が許
容的であることよりH · Sは一様有界であり,したがってQの下でマルチンゲールとな
る.すなわち後半の主張が成立し,特に (i) =⇒ (ii)が従う.

次に (ii) =⇒ (i)を示す. Sは局所有界であることから,ある停止時刻の増大列 {σj}j∈N
で σj ↑ ∞ P-a.s. なるものが存在し,各停止過程 Sσj は測度 Pに関して有界過程, Q ≪ P
より測度Qに関しても有界過程となる.今, j ∈ Nを固定すると,任意の停止時刻 0 ≤ τ1 ≤
τ2 ≤ σjおよびRd-値Fτ1-可測有界確率変数 hに対し,投資戦略H = h1l]τ1,τ2]は許容的か
つ (H · S)∞ = (h, S

σj
τ2 − S

σj
τ1 )となる.ゆえに仮定 (ii)よりEQ(S

σj
τ2 − S

σj
τ1 |Fτ1) = 0が従い,

Sσj はQの下でマルチンゲールとなることがわかる. Q ≪ Pより σj ↑ ∞ Q-a.s.に注意
して, SはQの下で局所マルチンゲール,すなわちQ ∈ M(S)となる.

単純戦略に関する無裁定条件は次のように定義される.

定義 2.4.

Ksimple ∩ L∞
+ (Ω,F ,P) = {0} (⇐⇒ Csimple ∩ L∞

+ (Ω,F ,P) = {0}) (2.10)

が成立するとき,マーケット S は単純戦略に関する無裁定条件 (NA)simple を満たすと
いう.

補題 (2.3)より,有限確率空間上の有限時間マーケットの場合と同様に次が成立する.

命題 2.5. Me(S) ̸= ϕ =⇒ (NA)simple

しかしこの場合,逆は一般には不成立である.実際, (NA)simpleが成立するが同値局所
マルチンゲール測度は存在しない例が構成できる [8].したがって,一般のマーケットモ
デルにおいて同値局所マルチンゲール測度の存在性を保証するためには, (NA)simpleよ
り真に強い条件が必要となる.

2.2 No Free LunchとKreps-Yanの定理

(NA)simpleより強い無裁定型条件としてNo Free Lunch条件 (NFL)を次で定義する.
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定義 2.6.

Csimple
∗
∩ L∞

+ (Ω,F ,P) = {0} (2.1)

が成立するとき,マーケット SはNo Free Lunch条件 (NFL)を満たすという.ここで
Csimple

∗
は Csimpleの L∞(Ω,F ,P)における汎弱閉包 (weak∗-closure)を表す.

明らかに (NFL) ⇒ (NA)simpleが成立する.一般のマーケットモデルにおいて, (NFL)

に関して次の形の数理ファイナンスの基本定理が成立する.

定理 2.7 (Kreps-Yan). (NFL) ⇐⇒ Me(S) ̸= ϕ

証明. Me(S) ̸= ϕ =⇒ (NFL)

Q ∈ Me(S)とする.補題 2.3より

EQ[f ] ≤ 0, ∀f ∈ Csimple, (2.2)

したがって
EQ[f ] ≤ 0, ∀f ∈ Csimple

∗
(2.3)

が成立する.一方,もし (NFL)が不成立であるとすると, f ∈ Csimple
∗
∩L∞

+ (Ω,F ,P)かつ
P{f > 0} > 0なるものが存在するが, Q ∼ Pより f ∈ L∞

+ (Ω,F ,Q)かつQ{f > 0} > 0,

したがって EQ[f ] > 0となり,矛盾が生じる.したがって Sは (NFL)を満たす.

(NFL) =⇒ Me(S) ̸= ϕ

h ∈ L∞
+ (Ω,F ,P)で h ̸= 0なるものを取る.仮定より h ̸∈ Csimple

∗
であるから, Hahn-

Banachの分離定理より,ある g ∈ L1(Ω,F ,P)が存在し

sup
f∈Csimple

∗
⟨f, g⟩ < ⟨h, g⟩ (2.4)

が成立する.ただし ξ ∈ L∞(Ω,F ,P)および η ∈ L1(Ω,F ,P)に対し ⟨ξ, η⟩ = EP[ξη]とす
る. Csimple

∗
が錐であることおよび 0 ∈ Csimple

∗
より sup

f∈Csimple
∗⟨f, g⟩ = 0となる.さら

に, −L∞
+ (Ω,F ,P) ⊂ Csimpleより,任意の f ∈ L∞

+ (Ω,F ,P)に対し ⟨f, g⟩ ≥ 0,すなわち
g ∈ L1

+(Ω,F ,P)である.

今, G = {g ∈ L1
+(Ω,F ,P) | supf∈Csimple

∗⟨f, g⟩ = 0}, S = {{ω | g(ω) > 0} ∈ Ω | g ∈ G}
とおく. 0 ∈ G(または上の議論)より G ̸= ϕである.また, Sは可算加法的である.実際, G
は L1(Ω,F ,P)のノルム位相で閉な凸錐であることに注意して, gn ∈ G \ {0} (n ∈ N)に
対し

∞∑
n=1

2−n(E[gn])−1gn ∈ G, (2.5)

ゆえに ∪
n∈N

{gn > 0} =

{
∞∑
n=1

2−n(E[gn])−1gn > 0

}
∈ S (2.6)

となる.ゆえに,ある g0 ∈ Gが存在し, P{g0 > 0} = sup{P{g > 0} | g ∈ G}となる.

このとき, g0 > 0 a.s. が成立する.実際, P{g0 > 0} < 1と仮定すると,上の Hahn-

Banachの議論を h = 1l{g0=0} ∈ L∞(Ω,F ,P) \ {0}に対し適用することで,

∃g1 ∈ G s.t. ⟨h, g1⟩ =
∫
{g0>0}

g1dP > 0 (2.7)
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したがって g0 + g1 ∈ Gかつ P{g0 + g1 > 0} > P{g0 > 0}となるが,これは g0の取り方
に矛盾する.

そこで,確率測度Qを dQ
dP = g0

E[g0] により定義すると, Q ∼ Pかつ

EQ[f ] ≤ 0, ∀f ∈ Csimple (2.8)

となり,補題 2.3よりQ ∈ Me(S)となる.

注意 . クレーム g0が free lunchであるとは, g0 ∈ L∞
+ (Ω,F ,P)かつ g0 ̸= 0であり,あ

るネット (gλ)λ∈Λ ⊂ L∞(Ω,F ,P)および (Hλ)λ∈Λ ∈ Hsimpleが存在し, gλ ≤ (Hλ · S)∞か
つw∗- limλ∈Λ gλ = g0が成立することをいう.すなわち一般に g0は優ヘッジ可能なクレー
ムとしては表せないが, g0にある意味でいくらでも近いクレーム gλが取れる.ここで,

L∞(Ω,F ,P)の汎弱位相を考える上での次のような難点が生じる;

(i) ネット (gλ)λ∈Λを列 (gn)n∈Nで置き換えることはできない;

(ii) (gλ)λ∈Λまたは ((gλ)−)λ∈ΛがL∞(Ω,F ,P)のノルムに関して有界に取れるとは限ら
ない.つまり, Csimple

∗
の元の近似ネットを,所与の破産限度額 (credit line)を超えな

いように取れるとは限らない;

(iii) CsimpleをKsimpleで置き換えることはできない.

ただし,価格過程Sが連続である場合,上の三つの難点は克服されることが知られている.

つまり, Kreps-Yanの定理 (定理 2.7)はHarrison-Pliskaの数理ファイナンスの基本定
理 (定理 1.9)の一般のマーケットモデルへの一般化であるが,そのままの形では経済学
的な要請を満たさない.これを解決するために, L∞(Ω,F ,P)の汎弱位相をより強い位相
(理想的には一様収束位相)で置き換えた無裁定型条件 (すなわち (NFL)よりも若干弱い
条件)を考える必要がある.

(NFL)の定義におけるL∞(Ω,F ,P)の汎弱位相に関する難点は,本質的には許容的な
投資戦略を単純戦略に制限していることに起因する.後に定義するNo Free Lunch with

Vanishing Risk条件 (NFLV R)や No Free Lunch with Bounded Risk条件 (NFLBR)

は,投資戦略として一般の可積分可予測過程,すなわち連続的な取引による投資戦略を考
えることとなる.直観的に言えば,このような投資戦略の一般化はある種の極限操作を含
むため, Kおよび Cはその閉包により「近く」なる.もちろん現実のマーケットでは連続
的な取引は有り得ないが,価格過程の解析をするために連続取引を考えることで議論の
見通しがよくなることが多くある.実際,このような一般の被積分確率過程を考えること
で,伊藤清氏が導入した確率積分や確率微分方程式など確率解析の枠組みでの議論が可
能となる.また連続取引は短い時間間隔の取引の近似と考えることができ,現在の金融実
務においてもBachelierモデル (ブラウン運動モデル)やBlack-Scholesモデル (幾何ブラ
ウン運動モデル)など連続時間のマーケットモデルを考えることが一般的である.また,

これらのモデルにおいて,最も基本的なオプションであるヨーロピアンコールオプショ
ンのヘッジは単純戦略では不可能であることも知られている.このようにオプションの
ヘッジに関する理論の展開のためにも投資戦略のクラスの拡張が求められる.

抽象的な設定におけるKreps-Yanの定理
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Kreps-Yanの定理 (定理 2.7)の一般形について述べる.

定理2.7では, Hahn-Banach型の議論において汎弱位相を入れたL∞(Ω,F ,P)とL1(Ω,F ,P)
の双対性を用いた.ここでは一般のLp(Ω,F ,P)とLq(Ω,F ,P) (1 ≤ p, q ≤ ∞, 1

p
+ 1

q
= 1)

について議論する (Krepsの論文 [24]ではより一般の vector latticeにおける双対 ⟨E,E ′⟩
について議論している).

1 ≤ p, q ≤ ∞かつ 1
p
+ 1

q
= 1なる (p, q)を固定し,

E = Lp(Ω,F ,P), E ′ = Lq(Ω,F ,P) (2.9)

E+ = {f ∈ Lp(Ω,F ,P) | f ≥ 0 a.s.}, E− = {f ∈ Lp(Ω,F ,P) | f ≤ 0 a.s.} (2.10)

と置く.

定理 2.8 (Kreps, 1981). C ⊂ Eを σ(E,E ′)に関して閉な凸錐集合とし, E− ⊂ Cおよび
C ∩E+ = {0}を仮定する.このとき, (Ω,F)上の確率測度Qで次の 3条件を満たすもの
が存在する;

(i) Q ∼ P;

(ii) dQ
dP ∈ E ′;

(iii) EQ[f ] ≤ 0, ∀f ∈ C.

逆に, (Ω,F)上の確率測度 Q̃で上の (i)および (ii)を満たすものが与えられたとき,

C̃ = {f ∈ E | EQ[f ] ≤ 0} (2.11)

は σ(E,E ′)に関して閉な凸錐集合であり,

C̃ ∩ E+ = {0} (2.12)

となる.

証明. 後半の主張は明らか.前半の主張を示す.

0 < δ ≤ 1に対し, E の凸部分集合 Bδ = {f ∈ E | 0 ≤ f ≤ 1, E[f ] ≥ δ}を考
える. Alaogluの定理より Bδ は L∞(Ω,F ,P)の部分集合として汎弱コンパクトである.

L∞(Ω,F ,P) (汎弱位相) からE (σ(E,E ′)-位相) への自然な埋め込みは連続であるので,

Bδは σ(E,E ′)に関してコンパクトである.また,仮定より

C ∩Bδ = ϕ (2.13)

が成立する.したがってHahn-Banachの分離定理 (閉凸とコンパクト凸の強分離)より,

ある gδ ∈ E ′が存在し,

sup
f∈C

E[gδf ] < inf
h∈Bδ

E[gδh] (2.14)

が成立する.仮定より C は錐かつ 0 ∈ C であるので, supf∈C E[gδf ] = 0,したがって
infh∈Bδ E[gδh] > 0となる.また E− ⊂ C より,任意の f ∈ E+に対して E[gδf ] ≥ 0,ゆ
えに gδ ≥ 0 a.s. となる.さらに, 1 ∈ Bδ より E[gδ] > 0が従う.正規化することにより
E[gδ] = 1としてよい.
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今,各 n ∈ Nに対し δn = 2−nを考え,確率測度Qn ≪ Pを dQn
dP = g2−nにより定義する.

P(A) ≥ 2−nなるA ∈ F に対し, 1lAはB2−nの元であることに注意して,

Qn(A) = E[1lAg2−n ] > 0 (2.15)

となる.今,実数列 {λn}n∈Nを

λn > 0, ∀n ∈ N,
∑
n∈N

λn = 1,
∑
n∈N

λn∥g2−n∥E′ <∞ (2.16)

となるように取る (∥g2−n∥E′ ∈ [1,∞)に注意して, c =
∑

n∈N
2−n

∥g2−n∥E′
, λn = 2−n

c∥g2−n∥E′
な

どと取ればよい).このとき確率測度Q ≪ Pを

Q =
∑
n∈N

λnQn (2.17)

と定義すると, Qは定理の条件 (i), (ii), (iii)を満たすことがわかる;

(i) P(A) > 0なる任意のA ∈ F に対しQ(A) =
∑

n∈N λnQn(A) > 0となることより,

P ≪ Q,すなわちQ ∼ Pが従う.

(ii) ∥dQ
dP ∥E′ =

∑
n∈N λn∥g2−n∥E′ <∞.

(iii) 任意の f ∈ Cに対し, EQ[f ] =
∑

n∈N λnE[g2−nf ] ≤ 0となる.

3 No Free Lunch with Vanishing Risk

この節では, [8]を参考に,有限次元マーケットモデルにおける最も一般的な形の数理
ファイナンスの基本定理を証明する.

第 2節の設定,すなわち一般の確率空間 (Ω,F ,P)上の連続時間マーケットモデルを考
える.時間集合をT = R+とし,フィルトレーション F = (Ft)t≥0は通常の条件 (i.e. 右連
続かつF0は零集合全体を含む)を満たすとする.

d個の危険資産の割引価格過程 S = (St)t≥0をRd-値 càdlàg適合過程とする.このモデ
ルは離散時間モデル T = {0, . . . , T}を含むことに注意する.

第 2.2節で述べた通り,Kreps-Yanの定理 (定理 2.7)はHarrison-Pliskaの数理ファイナ
ンスの基本定理 (定理 1.9)の一般のマーケットモデルへの一般化であるが, (NFL)の定
義における L∞(Ω,F ,P)の汎弱位相に関する難点のため,そのままの形では経済学的な
要請を満たさない.これを解決するために, L∞(Ω,F ,P)の汎弱位相をより強い位相 (理
想的には一様収束位相)で置き換えた無裁定型条件 (すなわち (NFL)よりも若干弱い条
件)を考える必要がある.

そこでF. DelbaenとW. Schachermayerは,許容可能な投資戦略のクラスを連続取引を
考慮した一般の可予測過程に拡張させ, (NFL)より若干弱い条件であるNo Free Lunch

with Vanishing Risk条件 (NFLV R)を定義した.

この節では,次の定理を証明することを目標とする (条件および記号の定義は後述).
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定理 3.1 (Delbaen-Schachermayer, 1994). 価格過程Sが有界なセミマルチンゲールのと
き,次が成立する;

(NFLV R) ⇐⇒ Me(S) ̸= ϕ. (3.1)

また,価格過程 Sが局所有界なセミマルチンゲールのとき,次が成立する;

(NFLV R) ⇐⇒ Me
loc(S) ̸= ϕ. (3.2)

一般のセミマルチンゲールについては次が成立する.

定理 3.2 (Delbaen-Schachermayer, 1998). 価格過程 Sがセミマルチンゲールのとき,次
が成立する;

(NFLV R) ⇐⇒ Me
σ(S) ̸= ϕ. (3.3)

投資家は,各時刻において価格が変動する直前までの情報に基づき投資戦略を組む.こ
のことから,投資戦略のクラスとして可予測過程を要請することは自然であると言える.

また,価格過程をセミマルチンゲールと仮定することで,一般の可予測過程を被積分過程
とする確率積分の理論が展開できる.逆に,非常に弱い無裁定型条件の下,価格過程のク
ラスはセミマルチンゲールに制限されることが知られており,無裁定理論において価格
過程をセミマルチンゲールとすることは自然な設定であることがわかる.詳細は [1]参照.

3.1 セミマルチンゲールと確率積分

この節では, [5], [8], [16], [27], [4]を参考に有限次元セミマルチンゲールに関するベク
トル確率積分を定義し,その基本的性質をまとめる.

「buy-and-hold戦略」は,ある時刻 T1 ∈ R+で証券を買い,その後時刻 T2 > T1におい
てその証券を売るという最も単純な投資戦略である.この状況はすでにこれまでの議論
においても現れている.ここで,取引する時刻 T1, T2はそれ以前の情報に依存して決まる
確率的な時刻であると考えるのが自然である (例えば,株価が下がれば買い,上がれば売
るというような戦略).そこで T1, T2は停止時刻であると要請する.また,時刻 T1における
株式の取引量 fは,当然 (確率的な)時刻 T1までの情報のみに依存して決定されるであろ
う.つまり, f はFT1-可測であると考えるのが自然である.このような buy-and-hold戦略
に従うとき,証券価格 Sの変動に伴った投資家の合計損益額は (f, ST2 − ST1)となる.こ
こで述べた直観的要請を念頭に,単純戦略を次のように定義する;

定義 3.3. 確率過程H : R+ × Ω → Rdを考える (H0 = 0とする).

(i) ある有限個の停止時刻の増大列 0 ≤ T1 ≤ · · · ≤ Tm+1 < ∞および確率変数
f0, . . . , fn−1 で各 fk が FTk-可測であるものが存在し,H =

∑m
k=1 fk1l]]Tk,Tk+1]] と書

けるとき, Hを単純戦略 (simple strategy)と呼ぶ.

(ii) (i)において,さらに各 fkがL∞(Ω,F ,P;Rd)の元として取れるとき, Hを有界単純
戦略 (bounded simple strategy)と呼ぶ.

注意 . 第 2節において定義した「単純戦略」は,ここでいう「有界単純戦略」のことを
指す.
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1次元有界単純戦略全体の集合をSI, d次元有界単純戦略全体の集合をSIdと書く.割
引価格過程S = (St)t≥0をRd-値 càdlàg適合過程とする.このとき有界単純戦略H ∈ SId

による時刻 tまでの累積割引損益額は

(H · S)t
def
=

∫ t

0

HudSu
def
=

m∑
k=1

(fk, STk+1∧t − STk∧t) (3.1)

と書ける.また,最終損益額 (ultimate gain)は (存在すれば)

(H · S)∞
def
=

∫ ∞

0

HudSu
def
=

m∑
k=1

(fk, STk+1
− STk) (3.2)

と書ける.

このように,有界単純戦略についての確率積分 H · S は有限時間の設定に沿って (各
ω ∈ Ωに対し)自然に定義できる.この確率積分の被積分過程のクラスを,適当な極限操
作により拡張することを考える.

3.1.1 準備

(Ω,F ,P)を確率空間とし, F = (Ft)t∈R+を通常の条件を満たすフィルトレーションと
する. 左連続な適合過程により生成される Ω × R+上の σ-加法族 P を可予測 σ-加法族,

càdlàg適合過程により生成される Ω × R+上の σ-加法族Oをオプショナル σ-加法族と
呼ぶ. Ω×R+上の写像としてP , Oに可測な確率過程を,それぞれ可予測過程,オプショ
ナル過程と呼ぶ.

補題 3.4. σ-加法族Pは次の集合族により生成される;

(i) B × {0},ただしB ∈ F0, およびB × (s, t], ただし 0 < s < tかつB ∈ Fs;

(ii) B × {0},ただしB ∈ F0, および [[0, τ ]], ただし τ は停止時刻.

一般に càdlàgな 1次元確率過程Xに対し,

X∗
t

def
= sup

s≤t
|Xs|, t ∈ R+ ∪ {∞} (3.3)

と定義する. (X∗
t )t∈R+は再び càdlàg適合過程となることに注意する.

定義 3.5. 確率過程の列 (Xn)n∈Nが確率過程X に u.c.p. (in probability uniformly on

compact intervals)で収束するとは, 各 t > 0に対し (Xn − X)∗t
P−→

n→∞
0となることをい

う. このときXn ucp−→
n→∞

Xと表す.

確率過程Mが局所的に一様可積分マルチンゲールとなるとき, Mを局所マルチンゲー
ルと呼ぶ. 1次元および d次元局所マルチンゲール全体の集合をそれぞれLおよびLdと
書く.

増加過程全体の集合を V+, 有界変動過程全体の集合を V と書く. また A+ = {A ∈
V | E[A∞] < ∞}を可積分増加過程の集合, A = {A ∈ V | E[V ar(A)∞] < ∞}を可
積分変動過程の集合とする. A+

loc, Aloc, Ad
locなどを自然に定義する.
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定義 3.6. d次元 càdlàg適合過程 SがM ∈ LdおよびA ∈ Vd (M0 = A0 = 0) を用いて
S = S0 +M + Aと書けるとき, Sをセミマルチンゲール (semimartingale)と呼ぶ. 1

次元セミマルチンゲール全体の集合を S = S(P), d次元セミマルチンゲール全体の集合
を Sd = Sd(P)と表す.

注意 . 確率測度 PおよびQ ≪ Pを考える.このとき S(P) ⊂ S(Q)となる.特に Sは同値
測度の変換により不変である.

セミマルチンゲールはBichteler-Dellacherieの定理により good integratorとして特徴
づけられる.

定義 3.7. 1次元 càdlàg適合過程 X を考える. supt∈R+
∥Hn

t ∥L∞ → 0なる任意の列

(Hn)n∈N ⊂ SI に対し, 各 t ∈ R+ において (Hn · X)t
P−→

n→∞
0となるとき, X を good

integratorと呼ぶ.

次の補題はセミマルチンゲールと good integratorがともに局所的な概念であること
を示す.

補題 3.8. Xを 1次元 càdlàg適合過程とし, (τn)n∈Nを停止時刻の列でP{τn = ∞} n→∞−→ 1

となるものとする.

(i) 各 n ∈ Nに対しXτn がセミマルチンゲールであるとき, Xはセミマルチンゲール
である.

(ii) 各 n ∈ Nに対しXτnが good integratorであるとき, Xは good integratorである.

証明. (i) 部分列を考えることにより, P{τn < ∞} ≤ 2−nとしてよい.このときBorel-

Cantelliの補題より P(lim supn→∞{τn < ∞}) = 0, すなわち a.s. ω ∈ Ωに対しあ
るN(ω) ∈ Nが存在し,任意の n ≥ N(ω)に対し τn(ω) = ∞となる. したがって各
n ∈ Nに対し

σn = inf{τk | k ≥ n} (3.4)

と置くと, (σn)n∈Nは停止時刻の増大列であり, a.s. ω ∈ Ωおよび ∀n ≥ N(ω)に対
し σn(ω) = ∞,特に σn ↑ ∞ a.s.となる. またXσn = (Xτn)σn はセミマルチンゲー
ルである.したがって各 n ∈ Nに対しMn ∈ LおよびAn ∈ V (Mn

0 = An0 = 0)が存
在し,

Xσn = X0 +Mn + An (3.5)

が成立する. X =
∑∞

n=1X
σn1l[[σn−1,σn[[ (σ0 = 0とする)に注意して,

X = X0 +
∞∑
n=1

Mn1l[[σn−1,σn[[ + (有界変動過程) (3.6)

と書ける.さらに

Mn1l[[σn−1,σn[[ = (Mn)σn −Mn
σn1l[[σn,∞[[ − (Mn)σn−1 +Mn

σn−1
1l[[σn−1,∞[[ (3.7)

および a.s. ω ∈ Ωで ∀n ≥ N(ω)に対し σn(ω) = ∞となることに注意して

X = X0 +
∞∑
n=1

((Mn)σn − (Mn)σn−1) + (有界変動過程) (3.8)
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となる.右辺第二項は a.s.で有限和であり,明らかに局所マルチンゲールとなる.し
たがってXはセミマルチンゲールである.

(ii) t ∈ R+を任意に取り固定する. supt∈R+
∥Hk

t ∥L∞
k→∞→ 0なる列 (Hk)k∈N ⊂ SIおよ

び c > 0を任意に取ると,各 n, k ∈ Nに対し

P{|(Hk ·X)t| ≥ c} ≤ P{|(Hk ·Xτn)t| ≥ c}+ P{τn ≤ t} (3.9)

が成立する.今,任意の ϵ > 0に対しある n ∈ Nが存在し, P{τn ≤ t} ≤ ϵ/2とな
る.この n ∈ Nを固定すると, Xτnが good integratorであることより, 十分大きい
k ∈ Nに対し P{|(Hk ·Xτn)t| ≥ c} ≤ ϵ/2,すなわち

P{|(Hk ·X)t| ≥ c} ≤ ϵ (3.10)

となる.ゆえにXは good integratorである.

定理 3.9 (Bichteler-Dellacherie). 1次元 càdlàg適合過程Xに対し,次は同値;

(i) Xはセミマルチンゲール;

(ii) Xは good integrator.

無裁定理論と関連付けたBichteler-Dellacherieの定理の証明は [1]参照.

次に, セミマルチンゲールの二次変分を定義する.列∆n = {0 = τn0 < τn1 < . . . }で,各
τnmは停止時刻であり, 各 n ∈ Nに対しm→ ∞で τnm → ∞ a.s.となり, かつ任意の t ≥ 0

に対し
sup
m∈N

(τnm+1 ∧ t− τnm ∧ t) P−→
n→∞

0 (n→ ∞) (3.11)

となるものを, Riemannian sequenceと呼ぶ.

命題 3.10. X,Y ∈ Sとする.各Riemannian sequence ∆n = {0 = τn0 < τn1 < . . . }に対
し確率過程

QX,Y
t (∆n) =

∞∑
m=0

(Xτnm+1∧t −Xτnm∧t)(Yτnm+1∧t − Yτnm∧t) (3.12)

を考える.このとき {QX,Y (∆n)}n∈Nは n → ∞でRiemannian sequenceの取り方に依ら
ないある確率過程 [X,Y ] ∈ Vに u.c.p.収束する.

定義 3.11. 上の命題の [X,Y ]を, X,Y ∈ Sの二次共変分 (quadratic covariation)と呼ぶ.

また [X,X]をXの二次変分と呼び, [X]とも表す.

命題 3.12. X,Y ∈ Sとし, Xc, Y cをそれぞれX,Y の連続マルチンゲールパート (定義
は [16]を参照)とする.このとき

[X,Y ] =
∑
s≤·

∆Xs∆Ys + [Xc, Y c] (3.13)

が成立する.
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3.1.2 局所マルチンゲールに関する確率積分

局所マルチンゲールに関する確率積分を定義する.

命題 3.13. M ∈ Lに対し [M ]1/2 ∈ A+
locとなる.また, M,N ∈ Lに対し [M,N ] ∈ Alocと

なる.

H1-マルチンゲールの空間

H1 def
= {M ∈ L | E[M∗

∞] <∞} (3.14)

は,ノルム ∥M∥H1 = E[M∗
∞]によりBanach空間となる. Mn,M ∈ H1に対し, H1におけ

る収束をMn H1

−→
n→∞

M と表す.このとき明らかにMn ucp−→
n→∞

M が成立する. すなわち, H1

の位相は u.c.p.収束の位相よりも強い.また,任意のM ∈ H1は一様可積分マルチンゲー
ルである.特に, a.s.で極限M∞ = limt→∞Mtが存在する.

命題 3.14 (Burkholder-Davis-Gundy (BDG) 不等式, p = 1). ある定数 0 < c < Cが存
在し,任意のM ∈ H1に対し

cE[[M ]1/2∞ ] ≤ E[M∗
∞] ≤ CE[[M ]1/2∞ ] (3.15)

が成立する.

系 3.15. 任意の局所マルチンゲールは,局所的にH1-マルチンゲールである.

M ∈ Ldとする.このときあるC ∈ V+およびオプショナル過程 πi,j, i, j = 1, · · · , dが
存在し,

[M i,M j] =

∫ ·

0

πi,js dCs ∀i, j = 1, . . . , d (3.16)

と書ける.さらに, 各 t, ωに対し行列 πt(ω) = (πi,jt (ω))i,jが非負対称行列となるように取
れる [16].特に,任意の λ ∈ Rd, ω ∈ Ω, t ≥ 0に対し

d∑
i,j=1

λiπi,jt (ω)λj = ⟨πt(ω)λ, λ⟩ ≤ ∥λ∥2trace(πt(ω)) = ∥λ∥2
d∑
i=1

πi,it (ω) (3.17)

が成立する.

L̇1(M)
def
=

H = (H1, . . . , Hd) | Hは可予測,かつ E

(∫ ∞

0

d∑
i,j=1

H i
sπ

i,j
s H

j
sdCs

)1/2
 <∞


(3.18)

と置く. H,K ∈ L̇1(M)に対し

H ∼ K
def⇐⇒

∫ ∞

0

d∑
i,j=1

(H i
s −Ki

s)π
i,j
s (Hj

s −Kj
s)dCs = 0 a.s. (3.19)

とし, L1(M)
def
= L̇1(M)/ ∼と定義する.
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補題 3.16. (i) L1(M)はノルム

∥H∥L1(M)
def
= E

(∫ ∞

0

d∑
i,j=1

H i
sπ

i,j
s H

j
sdCs

)1/2
 (3.20)

によりBanach空間となる.

(ii) SId ∩ L1(M)は L1(M)で稠密である.

注意 . 明らかに, L1(M)および ∥ · ∥L1(M)はCおよび πi,jの取り方に依らない.

H =
∑m

k=1 fk1l]]τk,τk+1]] ∈ SIdに対し, HのM に関する確率積分を

(H ·M)t
def
=

m∑
k=1

(fk,Mτk+1∧t −Mτk∧t) =
d∑
i=1

m∑
k=1

f ik(M
i
τk+1∧t −M i

τk∧t) (3.21)

と定義する.このときH ·M ∈ Lであり,

[H ·M ] =

∫ ·

0

d∑
i,j=1

H i
sπ

i,j
s H

j
sdCs (3.22)

が成立する.

H ∈ L1(M)とする.このとき近似列 (Hn)n∈N ⊂ SId ∩ L1(M)が存在し, Hn L1(M)−→ H

となる.式 (3.22)に注意して, BDG不等式 (命題 3.14)より (Hn ·M)n∈NはH1のCauchy

列,したがってH1において極限が存在する.明らかに,この極限は近似列 (Hn)n∈Nの取
り方に依らない.

定義 3.17. H ∈ L1(M)に対し, HのM に関する確率積分を

H ·M def
= H1- lim

n→∞
Hn ·M (3.23)

により定義する.ここで, (Hn)n∈N ⊂ SId∩L1(M)はHのL1(M)における近似列である.

局所化の議論により,被積分過程のクラスをさらに拡張する.

L1
loc(M)

def
=

H = (H1, . . . , Hd) | Hは可予測,かつ

(∫ ·

0

d∑
i,j=1

H i
sπ

i,j
s H

j
sdCs

)1/2

∈ A+
loc


(3.24)

と置く. H ∈ L1
loc(M)とすると,ある停止時刻の増大列 (τn)n∈Nが存在し, τn ↑ ∞ a.s.か

つ各 n ∈ Nに対し

E

(∫ τn

0

d∑
i,j=1

H i
sπ

i,j
s H

j
sdCs

)1/2
 <∞, (3.25)

すなわちH1l[[0,τn]] ∈ L1(M)となる.さらに,各 n ∈ Nに対し

((H1l[[0,τn+1]]) ·M)τn = (H1l[[0,τn]]) ·M (3.26)

が成立する.したがって, 一意的に確率過程H ·M を

(H ·M)τn
def
= (H1l[[0,τn]]) ·M, n ∈ N (3.27)

と定義できる.また,明らかにH ·M は局所化停止時刻の列 (τn)n∈Nの取り方に依らない.
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定義 3.18. M ∈ Ld, H ∈ L1
loc(M)に対し, 式 (3.27)で定義されるH ·M を, HのM に

関する確率積分と呼ぶ.

明らかに, H ·M ∈ Lとなる.

注意 . 任意のM ∈ Ldに対し, L1
loc(M)は局所有界な d次元可予測過程全体を含む.

局所マルチンゲールに関する確率積分の基本的な性質は次の通りである.証明は [4]を
参照.

補題 3.19. (i) M ∈ Ld, H1, H2 ∈ L1
loc(M), α1, α2 ∈ Rに対し, α1H

1 + α2H
2 ∈

L1
loc(M)かつ

(α1H
1 + α2H

2) ·M = α1(H
1 ·M) + α2(H

2 ·M) (3.28)

が成立する.

(ii) M1,M2 ∈ Ld, H ∈ L1
loc(M

1) ∩ L1
loc(M

2), α1, α2 ∈ Rに対し, H ∈ L1
loc(α1M

1 +

α2M
2)かつ

H · (α1M
1 + α2M

2) = α1(H ·M1) + α2(H ·M2) (3.29)

が成立する.

(iii) M ∈ Ld, H ∈ L1
loc(M)に対し, H ·M ∈ Lかつ

[H ·M ] =

∫ ·

0

d∑
i,j=1

H i
sπ

i,j
s H

j
sdCs (3.30)

が成立する.

(iv) M ∈ Ld, H ∈ L1
loc(M), および停止時刻 τ に対し,

(H ·M)τ = H ·M τ = (H1l[[0,τ ]]) ·M (3.31)

が成立する.

(v) M ∈ Ld, H ∈ L1
loc(M)とし, Kを 1次元有界可予測過程とする.このとき

K ∈ L1
loc(H ·M) ⇐⇒ KH ∈ L1

loc(M) (3.32)

となる.さらにこのとき

K · (H ·M) = (KH) ·M (3.33)

が成立する.

(vi) M ∈ Ld, H ∈ L1
loc(M)に対し,

∆(H ·M) = (H,∆M) (3.34)

が成立する.

(vii) M ∈ Ld, H ∈ L1(M)に対し, Hn = H1l{∥H∥≤n}と置いたとき,

Hn ·M H1

−→
n→∞

H ·M (3.35)

が成立する.
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3.1.3 有界変動過程に関する確率積分

A ∈ Vdとする.このときある C ∈ V+およびオプショナル過程 ai, i = 1, · · · , dが存
在し,

Ai =

∫ ·

0

aisdCs, i = 1, . . . , d (3.36)

と書ける.

Lvar(A)
def
=

{
H = (H1, . . . , Hd) | Hは可予測,かつ各 t ≥ 0に対し

∫ t

0

∣∣∣∣∣
d∑
i=1

H i
sa
i
s

∣∣∣∣∣ dCs <∞ a.s.

}
(3.37)

と置く.明らかに, Lvar(A)はCおよび a1, . . . , adの取り方に依らない.

定義 3.20. H ∈ Lvar(A)に対し, HのAに対する確率積分を,道ごとのLebesgue-Stieltjes

積分

H · A def
=

∫ ·

0

d∑
i=1

H i
sa
i
sdCs a.s. (3.38)

により定義する.

明らかにH · A ∈ Vとなる.

注意 . 任意のA ∈ Vdに対し, Lvar(A)は局所有界な d次元可予測過程全体を含む.

補題 3.21. (i) A ∈ Vd, H1, H2 ∈ Lvar(A), α1, α2 ∈ Rに対し, α1H
1 +α2H

2 ∈ Lvar(A)

かつ
(α1H

1 + α2H
2) · A = α1(H

1 · A) + α2(H
2 · A) (3.39)

が成立する.

(ii) A1, A2 ∈ Vd, H ∈ Lvar(A
1) ∩ Lvar(A

2), α1, α2 ∈ Rに対し, H ∈ Lvar(α1A
1 + α2A

2)

かつ
H · (α1A

1 + α2A
2) = α1(H · A1) + α2(H · A2) (3.40)

が成立する.

(iii) A ∈ Vd, H ∈ Lvar(A)に対し, H · A ∈ Vかつ

Var(H · A) =
∫ ·

0

∣∣∣∣∣
d∑
i=1

H i
sa
i
s

∣∣∣∣∣ dCs (3.41)

が成立する.

(iv) A ∈ Vd, H ∈ Lvar(A), および停止時刻 τ に対し,

(H · A)τ = H · Aτ = (H1l[[0,τ ]]) · A (3.42)

が成立する.
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(v) A ∈ Vd, H ∈ Lvar(A)とし, Kを 1次元有界可予測過程とする.このとき

K ∈ Lvar(H · A) ⇐⇒ KH ∈ Lvar(A) (3.43)

となる.さらにこのとき
K · (H · A) = (KH) · A (3.44)

が成立する.

(vi) A ∈ Vd, H ∈ Lvar(A)に対し,

∆(H · A) = (H,∆A) (3.45)

が成立する.

(vii) A ∈ Vd, H ∈ Lvar(A)に対し, Hn = H1l{∥H∥≤n}と置いたとき,

Hn · A ucp−→
n→∞

H · A (3.46)

が成立する.

3.1.4 セミマルチンゲールに関する確率積分

次に, d次元セミマルチンゲール S ∈ Sdに関する確率積分を定義する. ここでは必要
に応じてM ∈ Ld, H ∈ L1

loc(M)について第 3.1.2節で定義した局所マルチンゲールに関
する確率積分を (M)H ·M と書き, A ∈ Vd, H ∈ Lvar(A)について第 3.1.3節で定義した
有界変動過程に関する確率積分 (Lebesgue-Stieltjes積分)を (LS)H · Aと書く.

補題 3.22. X ∈ Ld ∩ Vd, H ∈ L1
loc(X) ∩ Lvar(X)に対し,

(M)H ·X = (LS)H ·X (3.47)

が成立する.

証明. 局所化により, H ∈ L1(X), E[[X i]
1/2
∞ ] < ∞, i = 1, . . . , dと仮定して良い (局所マ

ルチンゲールは局所的にH1-マルチンゲールであることに注意する).

H = λ1lB×{0} (λ ∈ Rd, B ∈ F0)およびH = λ1lB×(s,t] (λ ∈ Rd, 0 < s < t, B ∈ Fs)の場
合は明らかに主張が成立する.したがって,補題 3.4に注意して,単調族定理よりH = λ1lD
(D ∈ P)に対して主張が成立する.さらに,確率積分の線形性より,

∑
k λk1lDk (λk ∈ Rd,

Dk ∈ P)の形の有限和で表せるHに対しても主張が成立する.

Hを d次元有界可予測過程とする.このとき
∑

k λk1lDk (λk ∈ Rd, Dk ∈ P)の形の有限
和で表せる列Hn, n ∈ Nで, HにΩ× R+上一様収束するものが取れる.このとき

(LS)Hn ·X ucp−→
n→∞

(LS)H ·X, (3.48)

(M)Hn ·X H1

−→
n→∞

(M)H ·X, (3.49)

したがって特に
(M)Hn ·X ucp−→

n→∞
(M)H ·X (3.50)
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となる.前半の議論より各 n ∈ Nに対し (LS)Hn ·X = (M)Hn ·X が成立するので, H

に対しても (LS)H ·X = (M)H ·Xが成立する.

最後に, H ∈ L1(X) ∩ Lvar(X)について, Hn = H1l{∥H∥≤n}で近似することで, 上と同
様の議論により (LS)H ·X = (M)H ·Xが成立する.

今, S ∈ Sd を考える. S はM ∈ Ld および A ∈ V (M0 = A0 = 0)を用いて S =

S0 +M +Aと書ける (この分解は一意的ではないことに注意する).任意の局所有界な d

次元可予測過程Hは L1
loc(M) ∩ Lvar(A)の元であることに注意して, Hの Sに関する確

率積分を
H · S def

= (S)H · S def
= (M)H ·M + (LS)H · A (3.51)

により定義する.補題 3.22より, この定義は Sの分解に依らず, well-definedである.

適当な位相での極限操作により,セミマルチンゲールに関する確率積分の被積分過程
を局所有界可予測過程よりも広いクラスに拡張することを考える.

1次元 càdlàg確率過程の空間における u.c.p.収束の位相は, 準ノルム

X 7→ Ducp[X]
def
=

∞∑
m=1

2−mE[X∗
m ∧ 1] (3.52)

により定まることに注意する.また, u.c.p.位相より強い一様確率収束の位相 (u.p.位相)

を定める準ノルムを次で与える;

X 7→ Dup[X]
def
= E[X∗

∞ ∧ 1]. (3.53)

確率積分を確率過程の空間における線形写像とみなすことにより,自然に Sの位相が定
義できる.

定義 3.23. 1次元セミマルチンゲール全体の集合 Sに対し,準ノルム

S 7→ DS [S]
def
= sup{Ducp[H · S] | Hは |H| ≤ 1なる 1次元可予測過程 } (3.54)

により定まる位相を Émery位相 (セミマルチンゲール位相)と呼ぶ.また,準ノルム

S 7→ D∗
S [S]

def
= sup{Dup[H · S] | Hは |H| ≤ 1なる 1次元可予測過程 } (3.55)

により定まる位相を強 Émery位相 (強セミマルチンゲール位相)と呼ぶ. Émery位相,

強 Émer位相による収束をそれぞれ Sn
S−→

n→∞
S, Sn

S∗
−→
n→∞

Sと表す.

注意 . (i) Sは Émery位相により線形位相空間となる.

(ii) Ducp, Dup, DS ,およびD∗
Sは正同次性を持たないためノルムではない.しかし, 関数

ducp(X,Y ) = Ducp[X − Y ]などはそれぞれの空間において平行移動不変な距離関
数を定める.

(iii) 任意の λ > 1に対し, Ducp[λX] ≤ λDucp[X]および

DS [λS] = sup{Ducp[H ·S] |Hは |H| ≤ λなる1次元可予測過程} ≤ λDS [S] (3.56)

が成立する. u.p.位相および強 Émery位相についても同様の性質が成立する.
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(iv) 強 Émery位相は明らかに Émery位相より強い位相を定める.この二つの位相の関
係は,一様収束と広義一様収束のそれと類似している.強 Émery位相は一般的な概
念ではないが,後に示すDelbaen-Schachermayerの定理の証明においてはむしろ強
Émery位相が本質的に用いられる.

Émery位相の性質

補題 3.24. S ∈ Sに対し,

DS [S] = sup{Ducp[H · S] | H ∈ SI, |H| ≤ 1} (3.57)

が成立する.

証明. 右辺を D̃S [S]と書く.明らかにDS ≥ D̃S [S]が成立する.逆の不等号を示す. ϵ > 0

を任意に取る.このとき |H| ≤ 1なる可予測過程Hが存在し,

DS [S] ≤ Ducp[H · S] + ϵ

2
(3.58)

が成立する.さらにこの H に対し, |Hn| ≤ 1なる (Hn)n∈N ⊂ SI で supt∈R+
∥Hn

t −
Ht∥L∞

n→∞→ 0なるものが存在する. このとき,あるn ∈ Nに対しDucp[(H
n−H) ·S] ≤ ϵ/2

が成立する.したがって

DS(S) ≤ Ducp(H
n · S) + Ducp((H −Hn) · S) + ϵ

2
≤ D̃S(S) + ϵ (3.59)

となる. ϵ > 0は任意だったので, DS(S) ≤ D̃S(S)が成立する.

補題 3.25. Sn, S ∈ S, n ∈ Nに対し,次は同値;

(i) Sn
S−→

n→∞
S;

(ii) |Hn| ≤ 1なる任意の 1次元可予測過程の列 (Hn)n∈Nに対し

Hn · (Sn − S)
ucp−→
n→∞

0 (3.60)

が成立する.

証明. Sn
S−→

n→∞
Sと仮定する.このとき (ii)の列 (Hn)n∈Nに対し

Ducp[H
n · (Sn − S)] ≤ DS [S

n − S] → 0 (3.61)

となる.

逆に, ある ϵ > 0が存在し, 無限個の n ∈ Nに対しDS [S
n − S] ≥ ϵとなると仮定する.

このとき, このような nに対して |Hn| ≤ 1なる 1次元可予測過程Hnが存在し,

Ducp[H
n · (Sn − S)] ≥ ϵ/2 (3.62)

となる.したがってこのとき (ii)は成立しない.

同様に次が成立する.
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補題 3.26. Sn, S ∈ S, n ∈ Nに対し,次は同値;

(i) Sn
S∗
−→
n→∞

S;

(ii) |Hn| ≤ 1なる任意の 1次元可予測過程の列 (Hn)n∈Nに対し

Hn · (Sn − S)
up−→

n→∞
0 (3.63)

が成立する.

補題 3.27. (i) Mn ∈ H1, n ∈ Nに対し, Mn H1

−→
n→∞

0となるとき, Mn S∗
−→
n→∞

0が成立す

る.したがってMn S−→
n→∞

0が成立する.

(ii) An ∈ V , n ∈ Nに対し,各 t ∈ R+についてVar(An)t
P−→

n→∞
0となるとき, An

S−→
n→∞

0

が成立する.

(iii) An ∈ V , n ∈ Nに対し, Var(An)∞
P−→

n→∞
0となるとき, An

S∗
−→
n→∞

0が成立する.

(iv) Sn ∈ S, n ∈ Nに対し, Sn
S−→

n→∞
0となるとき, Sn

ucp−→
n→∞

0が成立する.

(v) Sn ∈ S, n ∈ Nに対し, Sn
S∗
−→
n→∞

0となるとき, Sn
up−→

n→∞
0が成立する.

証明. (i) |Hn| ≤ 1なる任意の 1次元可予測過程の列 (Hn)n∈Nを考える.各 n ∈ Nに対
し, BDG不等式より

E[(Hn·Mn)∗∞] ≤ CE[[Hn·Mn]1/2∞ ] = CE[((|Hn|2)·[Mn])1/2∞ ] ≤ CE[[Mn]1/2∞ ] (3.64)

が成立する.仮定より最右辺はn→ ∞で0に収束する.したがって特にHn·Mn up−→
n→∞

0となり,補題 3.25よりMn S∗
−→
n→∞

0となる.

(ii) |Hn| ≤ 1なる任意の 1次元可予測過程の列 (Hn)n∈N を考える.このとき任意の
n ∈ Nおよび t ∈ R+に対し

(Hn · An)∗t ≤ (|Hn| · Var(An))t ≤ Var(An)t (3.65)

となる.したがって仮定および補題 3.25より, An
S−→

n→∞
0となる.

(iii) (ii)と同様.

(iv) 補題 3.25(ii)においてHn ≡ 1, n ∈ Nを考えればよい.

(v) (iv)と同様.

補題 3.28. (i) Sn, S ∈ S, n ∈ Nとする.停止時刻の増大列 (τm)m∈Nで, τm ↑ ∞ a.s.か
つ各m ∈ Nに対し

(Sn)τm
S−→

n→∞
Sτm (3.66)

となるものが存在するとき, Sn
S−→

n→∞
Sが成立する.
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(ii) Xn, X, n ∈ Nを 1次元 càdlàg確率過程とする.停止時刻の増大列 τm, m ∈ Nで,

τm ↑ ∞ a.s.かつ各m ∈ Nに対し

(Xn)τm
ucp−→
n→∞

Xτm (3.67)

となるものが存在するとき, Xn ucp−→
n→∞

Xが成立する.

証明. (i)のみ示す. (ii)についても同様である. |Hn| ≤ 1なる 1次元可予測過程の列
(Hn)n∈N および ϵ > 0を任意に取る. t > 0および δ > 0を固定する.仮定より,ある
m ∈ Nに対し P{τm < t} < ϵが成立する. このmに対し

P{(Hn · (Sn − S))∗t > δ} ≤ P{(Hn · (Sn − S)τm)∗t > δ}+ ϵ (3.68)

となるが, 仮定 (Sn)τm
S−→

n→∞
Sτmおよび補題 3.25より,右辺第一項は十分大きい n ∈ Nに

対し< ϵとなる. したがってHn · (Sn − S)
ucp−→
n→∞

0となり, 再び補題 3.25より Sn
S−→

n→∞
S

となる.

補題 3.29. Sは Émery位相により完備距離空間となる.

証明. Sの Émery位相に関するCauchy列{Xn}n∈Nを取る.このとき補題3.27より{Xn}n∈N
はu.c.p.位相でCauchy列となる.したがってあるcàdlàg適合過程Xが存在し, Xn ucp−→

n→∞
X

となる.さらに, |H| ≤ 1なる可予測過程Hについて一様にH ·Xnは収束する.この極限
を I(H,X)と置く. H ∈ SIのとき,明らかに I(H,X) = H ·X が成立する. X が good

integratorであることを示す (Bichteler-Dellacherieの定理 (定理 3.9)).

supt∈R+
∥Hn

t ∥L∞ → 0なる任意の列 (Hn)n∈N ⊂ SI を取る. |Hk| ≤ 1, ∀k ∈ Nと仮定
してよい.このとき任意の k, n ∈ Nに対し

Ducp[H
k ·X] = Ducp[I(H

k, X)] ≤ Ducp[H
k ·Xn] + Ducp[I(H

k, X)−Hk ·Xn] (3.69)

となる. ϵ > 0を任意に取ったとき, ある n ∈ Nが存在し,任意の k ∈ Nに対し

Ducp[I(H
k, X)−Hk ·Xn] ≤ ϵ/2, (3.70)

すなわち
Ducp[H

k ·X] ≤ Ducp[H
k ·Xn] + ϵ/2 (3.71)

となる. 今, supt∈R+
∥Hn

t ∥L∞ → 0より, 十分大きい k ∈ Nに対し Ducp[H
k · Xn] ≤ ϵ/2,

したがって
Ducp[H

k ·X] ≤ ϵ (3.72)

となる.ゆえにXは good integratorであり, Bichteler-Dellacherieの定理よりセミマルチ
ンゲールとなる.補題 3.24に注意してXn S−→

n→∞
Xとなるので, Sが Émery位相に関して

完備距離空間であることが示せた.

補題 3.30. 二つの確率測度Q ≪ Pを考える (このときS(P) ⊂ S(Q)となる).このとき列
(Sn)n∈N ⊂ S(P)が S ∈ S(P)に Pに関する Émery位相で収束するなら, (Sn)n∈N ⊂ S(Q)

は S ∈ S(Q)にQに関する Émery位相で収束する.
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証明. 自然な埋め込み ϕ : S(P) ∋ S 7→ S ∈ S(Q)を考える.ただし S(P)および S(Q)は
それぞれの測度に対応する Émery位相による位相線形空間とみなす.補題 3.29より, ϕ

のグラフは S(P)×S(Q)で閉である.したがって閉グラフ定理より ϕは連続となり,主張
が従う.

Émery位相による被積分過程の拡張
S ∈ Sdに関する確率積分を, 局所有界可予測過程よりも広いクラスの被積分過程に拡

張する.

定義 3.31. S ∈ Sdとする. d次元可予測過程H に対し, {(H1l{∥H∥≤n}) · S}n∈N ⊂ S が
Émery位相でCauchy列となるとき, Hは S-可積分であると言い, H ∈ L(S)と表す.ま
たこの極限セミマルチンゲールをH · Sと書き (補題 3.29より Sは完備距離空間である
ことに注意), Hの Sに関する確率積分と呼ぶ.

必要に応じて, S ∈ Sdに関するH ∈ L(S)の上の定義の意味での確率積分H · S を
(S)H · Sと書く.以下の基本性質の証明は省略する.

補題 3.32. (i) S ∈ Sd, H1, H2 ∈ L(S), α1, α2 ∈ Rに対し, α1H
1 + α2H

2 ∈ L(S)かつ

(α1H
1 + α2H

2) · S = α1(H
1 · S) + α2(H

2 · S) (3.73)

が成立する.

(ii) S1, S2 ∈ Sd, H ∈ L(S1) ∩ L(S2), α1, α2 ∈ Rに対し, H ∈ L(α1S
1 + α2S

2)かつ

H · (α1S
1 + α2S

2) = α1(H · S1) + α2(H · S2) (3.74)

が成立する.

(iii) S ∈ Sd, H ∈ L(S), および停止時刻 τ に対し,

(H · S)τ = H · Sτ = (H1l[[0,τ ]]) · S (3.75)

が成立する.

(iv) S ∈ Sd, H ∈ L(S), およびD ∈ Pに対し,

1lD · (H · S) = (1lDH) · S (3.76)

が成立する.

(v) S ∈ Sd, H ∈ L(S)に対し,

∆(H · S) = (H,∆S) (3.77)

が成立する.

補題 3.33. S ∈ Sdに対し, Lloc(S) = L(S)が成立する. すなわち d次元可予測過程Hに
対し停止時刻の増大列 (τm)m∈Nで τm ↑ ∞ a.s. かつ各m ∈ NについてHτm ∈ L(S)とな
るものが存在するとき, H ∈ L(S)となる.
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証明. Hm = Hτm と置く.各m ∈ Nに対し (Hm+1 · S)τm = Hm · Sとなることに注意し
て, 1次元 càdlàg適合過程 I(H,S)を

I(H,S)τm
def
= Hm · S, m ∈ N (3.78)

と定義できる.補題 3.8より, I(H,S) ∈ Sである.さらに,各m ∈ Nに対し

((H1l{∥H∥≤n}) · S)τm = (Hm1l{∥Hm∥≤n}) · S)
S−→

n→∞
Hm · S = I(H,S)τm (3.79)

となるため,補題 3.28より

(H1l{∥H∥≤n}) · S
S−→

n→∞
I(H,S) (3.80)

となる.特にH ∈ L(S)である.

次の補題において,確率測度 Pへの依存性を強調するために Sd(P), L(S;P), (P)H · S
などの記号を用いる.

補題 3.34. S ∈ Sd(P), H ∈ L(S;P)とし,確率測度Q ≪ Pを考える.このときS ∈ Sd(Q),

H ∈ L(S;Q)かつ
(P)H · S = (Q)H · S, Q-a.s. (3.81)

が成立する.特に, L(S)は同値測度の変換により不変である.

証明. H = λ1lB×{0} (λ ∈ Rd, B ∈ F0), H = 1lB×(s,t] (λ ∈ Rd, 0 < s < t, B ∈ Fs)の場
合は明らかに主張が成立する.したがって単調族定理よりH = λ1lD (λ ∈ Rd, D ∈ P)の
場合にも成立する.確率積分の線形性より, H が

∑
k λk1lDk (λ ∈ Rd, Dk ∈ P)の形の有

限和で表せる場合においても成立する. Hが d次元有界可予測過程のとき, 上の形のHn

により一様に近似できる.このとき

(P)Hn · S S(P)−→
n→∞

(P)H · S, (3.82)

(Q)Hn · S S(Q)−→
n→∞

(Q)H · S (3.83)

が成立する.特に,補題 3.30より

(P)Hn · S S(Q)−→
n→∞

(P)H · S (3.84)

が成立する.各 n ∈ Nに対し (P)Hn · S = (Q)Hn · S, Q-a.s.が成立するので, (P)H ·
S = (Q)H · S, Q-a.s.を得る.最後に, H ∈ L(S;P)とする.このとき各 n ∈ Nに対して
Hn = H1l{∥H∥≤n}と置くと,

(P)Hn · S S(P)−→
n→∞

(P)H · S, (3.85)

特に
(P)Hn · S S(Q)−→

n→∞
(P)H · S (3.86)

が成立する.各 n ∈ Nに対し,前半の議論より (P)Hn · S = (Q)Hn · S, Q-a.s.が成立する
ので,

(Q)Hn · S S(Q)−→
n→∞

(P)H · S, (3.87)

すなわちH ∈ L(S;Q)かつ (P)H · S = (Q)H · S, Q-a.s.が成立する.
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補題 3.35. (i) M ∈ Ld, H ∈ L1
loc(M)のとき, H ∈ L(M)かつ (S)H ·M = (M)H ·M

が成立する.

(ii) A ∈ Vd, H ∈ Lvar(A)のとき, H ∈ L(A)かつ (S)H · A = (LS)H · Aが成立する.

証明. (i) 局所化により, H ∈ L1(M)と仮定してよい.このとき

(S)(H1l∥H∥≤n}) ·M = (M)(H1l∥H∥≤n}) ·M
H1

−→
n→∞

(M)H ·M, (3.88)

特に補題 3.27より Émery位相での収束が従う. ゆえにH ∈ L(S)となり,

(S)H ·M = (M)H ·M (3.89)

が成立する.

(ii) あるC ∈ V+およびオプショナル過程 ai, i = 1, · · · , dが存在し,

Ai =

∫ ·

0

aisdCs, i = 1, . . . , d (3.90)

と書ける.仮定より, 各 t ∈ R+に対し∫ t

0

∣∣∣∣∣
d∑
i=1

H i
sa
i
s

∣∣∣∣∣ dCs <∞ a.s. (3.91)

となる.さらに |K| ≤ 1なる任意の 1次元可予測過程Kに対し

(K · ((H1l{∥H∥≤n}) · A))∗t ≤
∫ t

0

∣∣∣∣∣
d∑
i=1

H i
sa
i
s

∣∣∣∣∣ 1l{∥Hs∥≤n}dCs (3.92)

が成立する.優収束定理より右辺はa.s.でnについて収束列,したがって{K·((H1l{∥H∥≤n})·
A)}n∈NはKに関して一様に, u.c.p.位相でCauchy列となる.すなわち{(H1l{∥H∥≤n})·
A}n∈Nは Émery位相でCauchy列となり, H ∈ L(A)が従う.また

(H1l{∥H∥≤n}) · A
ucp−→
n→∞

(LS)H · A, (3.93)

(H1l{∥H∥≤n}) · A
S−→

n→∞
(S)H · A, (3.94)

および補題 3.27より,

(S)H · A = (LS)H · A (3.95)

が成立する.

次のMéminの定理は確率積分の空間が Émery位相で閉であることを保証する.証明
は [5]参照.

命題 3.36 (Mémin, 1980). S ∈ Sdとする.このとき集合 {H · S | H ∈ L(S)}は Émery

位相で閉である.
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注意 . (i) S = (S1, . . . , Sd) ∈ Sd, H = (H1, . . . , Hd)を d次元可予測過程とする.もし
各成分H iがSi-可積分であるなら, HはS-可積分である.しかし逆は一般には成り
立たない.すなわち,ベクトル確率積分 (vector stochastic integration)は成分ごと
の確率積分 (componentwise stochastic integration)よりも広いクラスの被積分過
程に対し定義される.

(ii) M ∈ Ldに対し, H ∈ L(M)であっても, H のM に関する局所マルチンゲールと
しての確率積分が存在するとは限らない.特にLは Émery位相に関して閉でない.

例 3.37 (注意 (i)に関する例). (Ω,F ,P)を確率空間, W をR-値標準ブラウン運動とし,

FをW により生成されるフィルトレーションの augmentationとする. d = 2とし, R2-

値セミマルチンゲール S = (S1, S2)を

S1
t = Wt + t, S2

t = −Wt (3.96)

と定義する. H = (H1, H2)としてH1
u = H2

u = 1√
u
を考える.このとき各 n ∈ Nおよび

t ∈ R+に対し

Xn
t = (H11l{|H1|≤n} · S1)t = 1l{t>1/n2}

(∫ t

1/n2

1√
u
dWu +

∫ t

1/n2

1√
u
du

)
, (3.97)

Y n
t = (H21l{|H2|≤n} · S2)t = −1l{t>1/n2}

∫ t

1/n2

1√
u
dWu, (3.98)

Zn
t = (H1l{|H|≤n} · S)t = 1l{t>2/n2}

∫ t

2/n2

1√
u
du (3.99)

となる. |K| ≤ 1なる任意の可予測過程K および t ∈ R+に対し, n > m >
√

2
t
なる

n,m ∈ Nについて

|(K · Zn)t − (K · Zm)t| ≤
∫ 2/m2

2/n2

1√
u
du (3.100)

となり,右辺 (確定的)はm,n → ∞で 0に収束するので, (Zn)n∈N ⊂ Sは Émery位相で
Cauchy列,したがってHは S-可積分である (ベクトル確率積分可能).しかし, Hは成分
ごとには Sについて可積分でない. 実際,任意の n ∈ Nに対し

|X2n
1 −Xn

1 | =

∣∣∣∣∣
∫ 1/(4n2)

1/n2

1√
u
dWu +

∫ 1/(4n2)

1/n2

1√
u
du

∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣
∫ 1/(4n2)

1/n2

1√
u
dWu

∣∣∣∣∣− 1

2
(3.101)

となり,
∫ 1/(4n2)

1/n2
1√
u
dWuが平均 0,分散

∫ 1/(4n2)

1/n2
1
u
du = log 4の正規分布に従うことに注意

して

P{|X2n
1 −Xn

1 | ≥ 1} ≥ P{|Z| ≥ 3

2
√
log 4

} > 0 (3.102)

が成立する.ただしZは標準正規分布に従う確率変数である.したがって (Xn)n∈Nは Émery

位相で Cauchy列とはならず, H1は S1-可積分でない.同様にしてH2も S2-可積分でな
いことがわかる.
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例 3.38 (注意 (ii)に関する例 (Émery)). (Ω,F ,P)を確率空間とし, T をパラメータ 2の
指数分布に従う確率変数とする (i.e. P{T > α} = e−2α, ∀α ≥ 0). BをBernoulli分布に
従う T と独立な確率変数とする (i.e. P{B = 1} = P{B = −1} = 1

2
).確率過程M を次で

定義する;

Mt =

{
0, for t < T,

B, for t ≥ T.
(3.103)

FをM により生成されるフィルトレーションの augmentationとする.このときM は F
に関してマルチンゲールとなる (時刻 T において±1のジャンプが同じ確率で起きるた
め,直観的に「公平」であることがわかる). 今, (確定的な)確率過程Hu = 1

u
を考える.

このときHはM -可積分であり,確率積分X = H ·M は次で与えられる;

Xt =

{
0, for t < T,

B
T

for t ≥ T.
(3.104)

実際,各 n ∈ Nに対して (H1l{|H|≤n} ·M)t = 1l{t≥T≥ 1
n
}
B
T
となることに注意して, |K| ≤ 1

なる任意の可予測過程Kおよび t ∈ R+に対し

(K · (H1l{|H|≤n} ·M))t = 1l{t≥T≥ 1
n
}KT

B

T
, (3.105)

4(K ·X)t = 1l{t≥T}KT
B

T
, (3.106)

したがって任意の ϵ > 0に対し

P{|(K · (H1l{|H|≤n} ·M))t − (K ·X)t| > ϵ} ≤ P
{
T <

1

n

}
n→∞−→ 0 (3.107)

となる.

Xは時刻Tにおいて± 1
T
のジャンプが同じ確率で起きる確率過程,すなわち公平なゲー

ム (fair game)であると考えられる.しかし,可積分性の問題によりXは (局所)マルチン
ゲールとはなり得ない.実際,各 t ∈ R+に対し

E[|Xt|] =
∫ t

0

∣∣∣∣BT
∣∣∣∣ dP{T = u} =

∫ t

0

1

u
2e−2udu = ∞ (3.108)

となるため, Xはマルチンゲールとはならないことがわかる.同様に任意の停止時刻 τに
対しE[|Xτ |] = ∞となることが確かめられ, Xは局所マルチンゲールとはならないこと
がわかる.特に,確率積分H ·M は第 3.1.2節で定義したマルチンゲールに関する確率積
分としては定義できない.

特別セミマルチンゲール
次に, 重要なセミマルチンゲールのクラスである特別セミマルチンゲールを考える.

定義 3.39. S ∈ SがM ∈ Lおよび可予測有界変動過程A ∈ Aloc (M0 = A0 = 0)を用いて
S = S0+M+Aと書けるとき, Sを特別セミマルチンゲール (special semimartingale)

と呼ぶ. 1次元特別セミマルチンゲール全体の集合を Ssp, d次元特別セミマルチンゲー
ル全体の集合を Sdspと書く.
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注意 . (i) セミマルチンゲールの局所マルチンゲールと有界変動過程への分解は一
意的でないが, S ∈ Ssp の局所マルチンゲールM および可予測有界変動過程 A

(M0 = A0 = 0)への分解 S = S0 +M + Aは一意的である.実際,可予測有界変動
過程で局所マルチンゲールとなるものは 0と区別不能である [16].この分解を特別
セミマルチンゲール Sの標準分解 (canonical decomposition)と呼ぶ.

(ii) 例 3.38より,特に Sspは Émery位相で閉でないことがわかる.

(iii) S ∈ Sdspとし,その標準分解を S = S0 +M +Aとする. このとき任意の d次元局所
有界可予測過程H (このときH ∈ L(S)であることに注意)に対し, H · S ∈ Sspと
なり.その標準分解はH · S = H ·M +H · Aで与えられる.

(iv) セミマルチンゲールのクラスSは同値測度の変換により不変であるが,特別セミマ
ルチンゲールのクラス Sspは同値測度の変換により変わり得る.

補題 3.40. S ∈ Sとすると,次は同値;

(i) S ∈ Ssp;

(ii) あるM ∈ LおよびA ∈ Aloc (M0 = A0 = 0)が存在し, S = S0 +M +Aと書ける;

(iii) 任意の分解 S = S0 +M + A (M ∈ L, A ∈ V , M0 = A0 = 0)に対し, A ∈ Alocと
なる:

(iv) S∗ ∈ A+
loc;

証明. (iii) ⇒ (ii)は自明.

(ii) ⇒ (i)

S = S0 +M +A, M ∈ L, A ∈ Aloc, M0 = A0 = 0と書けるとする.このときAの可予測
compensator Apが取れる. M̂ = M + A − Apと置くと, M̂ ∈ Lとなる.またApは可予
測かつ Vの元である. S = S0 + M̂ +Apより, Sは特別セミマルチンゲール,したがって
(i)が従う.

(i) ⇒ (iv)

特別セミマルチンゲール Sの標準分解を S = S0 +M + Aとする. A ∈ Vは可予測なの
で, A ∈ Alocとなる. A∗ ≤ Var(A)より, A∗ ∈ A+

locが従う. M∗ ∈ A+
locを示す. 停止時刻

の増大列 (τn)n∈Nで τn ↑ ∞ a.s.かつ各 n ∈ Nに対しM τn が一様可積分マルチンゲール
となるものが取れる.

σn = inf{t ≥ 0 | |Mt| > n} ∧ τn, n ∈ N (3.109)

と置くと,各 σnは停止時刻かつ σn ↑ ∞ a.s.,さらに

M∗
σn ≤ n+ |Mσn| (3.110)

となる. |Mσn| ∈ L1(P)より, M ∈ A+
locとなる.したがってS∗ ∈ A+

locとなり, (iv)が従う.

(iv) ⇒ (iii)

S = S0 +M +Aを Sの任意の分解とする.仮定より, S∗ ∈ A+
locである.また上の議論に

よりM∗ ∈ A+
locである.したがってA∗ ∈ A+

locとなる.さらに,

Var(A) ≤ Var(A)− + 2A∗ (3.111)
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が成立する.ここでVar(A)−は左連続な増加過程であることより,局所有界である.した
がって Var(A) ∈ A+

loc,すなわちA ∈ Alocとなり, (iii)が従う.

特に,連続なセミマルチンゲールおよび有界なジャンプを持つセミマルチンゲールは
(任意のQ ∼ Pにおいて)特別セミマルチンゲールである.

補題 3.41. (Ssp)loc = Sspが成立する.

証明. S が局所的に特別セミマルチンゲールであるとする.このとき補題 3.8より S は
セミマルチンゲールである.補題 3.40に注意して,停止時刻の増大列 (τn)n∈Nで τn ↑ ∞
a.s.かつ (Sτn)∗ ∈ A+

locとなるものが取れる.ゆえに各 n ∈ Nに対し停止時刻の増大列
(σn,m)m∈Nで limm→∞ σn,m = τn a.s.かつ各 n,m ∈ Nに対し (Sσn,m)∗ ∈ A+となるものが
取れる. 各 n ∈ Nに対し ηn = maxm≤n σn,mと置くと, ηn ↑ ∞かつ (Sηn)∗ ∈ A+となる.

したがって S∗ ∈ A+
locとなり,補題 3.40より Sは特別セミマルチンゲールとなる.

セミマルチンゲールに関する確率積分について,次のような疑問を考える;

• S ∈ Sdspに関する確率積分H ·Sが特別セミマルチンゲールとなるためのH ∈ L(S)

に関する条件は？ (Hが局所有界なら十分);

• M ∈ Ldに関する確率積分H ·M が局所マルチンゲールとなるための条件は？

まず,次の補題を示す.

補題 3.42. S ∈ Sdsp とし,その標準分解を S = S0 + M + Aとする. H ∈ L(S)か
つH · S ∈ Sspならば, H ∈ Lvar(A)が成立する (すなわち確率積分H · Aが道ごとの
Lebesgue-Stieltjes積分として定義できる).

証明. 局所化により,

S = S0 +M + A, M ∈ (H1)d, A ∈ (A+)d, Aは可予測, (3.112)

H · S = N +B, N ∈ H1, B ∈ A+, Bは可予測, (3.113)

としてよい.このときある可予測過程C ∈ V+および可予測過程 aiが存在し,

Ai =

∫ ·

0

aisdCs, i = 1, . . . , d (3.114)

が成立する.各 t ∈ R+に対し

E

[∫ t

0

∣∣∣∣∣
d∑
i=1

H i
sa
i
s

∣∣∣∣∣ dCs
]
<∞ (3.115)

を示せばよい.

K = sign

(
d∑
i=1

H iai

)
(3.116)

とおくと, Kは有界可予測過程であり,∫ t

0

∣∣∣∣∣
d∑
i=1

H i
sa
i
s

∣∣∣∣∣ dCs = ((KH) · A)t (3.117)
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が成立する. E[((KH) · A)t] <∞を示せばよい.

補題 3.32より
(KH) · S = K · (H · S) = K ·N +K ·B (3.118)

となる. K ·N ∈ H1であり, K ·Bは可積分変動かつ可予測である.したがって

E[((KH) · S)∗t ] <∞ (3.119)

が成立する.今,各 n ∈ Nに対しHn = H1l{∥H∥≤n}と置き,

τn = inf{s ≤ t | |((KH) · S)s − ((KHn) · S)s| > 1} ∧ t (3.120)

と定義する. τnは停止時刻であり, τn → t a.s.となる.

|((KHn) · S)τn| ≤ |((KHn) · S)τn−|+ |∆((KHn) · S)τn| (3.121)

および

|((KHn) · S)τn−| ≤ 1 + |((KH) · S)τn−| ≤ 1 + ((KH) · S)∗t , (3.122)

|∆((KHn) · S)τn| ≤ |∆((KH) · S)τn| ≤ 2((KH) · S)∗t (3.123)

より,

|((KHn) · S)τn| ≤ 1 + 3((KH) · S)∗t (3.124)

が成立する.また, KHnは有界可予測過程, M ∈ (H1)dより, (KHn) ·M ∈ H1,すなわち
E[((KHn) ·M)τn ] = 0となる.ゆえに

E[((KHn) · A)τn ] = E[((KHn) · S)τn ]− E[((KHn) ·M)τn ] ≤ 1 + E[((KH) · S)∗t ] <∞
(3.125)

が成立する.単調収束定理より, n→ ∞として E[((KH) · A)t] <∞が成立する.

次のAnsel-Strickerの補題は,局所マルチンゲールに関する (セミマルチンゲールの意
味での)確率積分が再び局所マルチンゲールとなるための必要十分条件を示すものであ
り,一般の枠組みでの無裁定理論を展開する上で非常に重要な役割を持つ.

定理 3.43 (Ansel-Strickerの補題). M ∈ Ld, H ∈ L(M)とすると,次は同値;

(i) H ·M ∈ L;

(ii) 停止時刻の増大列 (τn)n∈Nおよび θn ∈ L1
+(P), n ∈ Nが存在し, τn ↑ ∞ a.s.かつ各

n ∈ Nに対し
(∆(H ·M))τn ≥ −θn (3.126)

が成立する.

証明. (i) ⇒ (ii)は局所マルチンゲールが局所的にH1-マルチンゲールであることより明
らか. (ii) ⇒ (i)を示す.各 n ∈ Nに対し (H ·M)τn ∈ Lとなることを示す.そのため,以
下 τnを省略し, θnを単に θと表す.

U =
∑
s≤·

1l{∥∆Ms∥≥1 or |(Hs,∆Ms)|≥1}∆Ms (3.127)

36



と置く.各 t ∈ R+に対し Utは有限和であることに注意する. 明らかに U ∈ Vdであり,

任意の d次元可予測過程は Lvar(U)の元である. Y = M − U と置く. ∥∆Y ∥ ≤ 1に注意
して,補題 3.40より Y ∈ Sdspとなる.また, H ∈ L(M) ∩ L(U)よりH ∈ L(Y )であり,

H · Y = H ·M −H · U, (3.128)

∆(H · Y ) = (H,∆M)− (H,∆U) (3.129)

より |∆(H · Y )| ≤ 1となる.したがって補題 3.40よりH · Y ∈ Sspとなる.ゆえに, Y の
標準分解を Y = Y0 +N +Bと書くと,補題 3.42よりH ∈ Lvar(B)となる.

V = Y0 +B + U =M −N (3.130)

と置く. V ∈ Ld ∩ Vdに注意する.また, H ∈ Lvar(B) ∩ Lvar(U)より, H ∈ Lvar(V ),した
がってH · V = H · B +H · U は道ごとの Lebesgue-Stieltjes積分として定義できる.さ
らに, H ∈ L(M) ∩ L(V )より, H ∈ L(N)かつ

H ·M = H ·N +H · V (3.131)

が成立する. H ·N ∈ LおよびH · V ∈ Lを示せばよい.

H ·N ∈ Lであること
(H,∆N)を評価する.

(H,∆N) = (H,∆Y )− (H,∆B) (3.132)

に注意する.右辺第一項については定義より

|(H,∆Y )| ≤ 1 (3.133)

が成立する. 右辺第二項を評価する. Bは可予測なので, 任意の totally inaccessibleな停
止時刻 T に対して∆BT = 0となる. したがって可予測停止時刻におけるジャンプのみ
評価すればよい. T を可予測停止時刻とする. N ∈ Ldより E(∆NT |FT−) = 0となる.ま
た, HおよびBは可予測であることよりHT , BT はFT−-可測である.

E((HT ,∆NT )|FT−) = (HT ,E(∆NT |FT−)) = 0 (3.134)

となることに注意して,

|(HT ,∆BT )| = |E((HT ,∆YT )|FT−)| ≤ 1 (3.135)

となる.したがって |(H,∆B)| ≤ 1,ゆえに

|(H,∆N)| ≤ 2 (3.136)

が成立する.特に (
∫ ·
0

∑d
i,j=1H

i
sH

j
sd[N

i, N j]s)
1/2 ∈ A+

loc,すなわち H ∈ L1
loc(N)となり,

H ·N ∈ Lとなる.

H · V ∈ Lであること
各 p ∈ Nに対し

αp = inf{t ≥ 0 | |(H ·B)t| ≥ p}, (3.137)

βp = inf{t ≥ 0 | |(H · U)t| ≥ p} (3.138)
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と定義する. (αp)p∈Nおよび (βp)p∈Nは停止時刻の増大列であり, αp ↑ ∞, βp ↑ ∞ a.s.と
なる.さらに, |(H,∆B)| ≤ 1および仮定 (H,∆M) ≥ −θより

|(H ·B)αp | ≤ p+ 1, (3.139)

((H · U)βp)− ≤ p+ θ (3.140)

が成立する.一方, V ∈ Ld より, ある停止時刻の増大列 (γp)p∈N で γp ↑ ∞ a.s.かつ各
p ∈ Nに対し V γp ∈ (H1)dとなるものが取れる.

Tp = αp ∧ βp ∧ γp ∧ p, p ∈ N (3.141)

と置く. (Tp)p∈Nは停止時刻の増大列で, Tp ↑ ∞ a.s.となる.

p ∈ Nを固定する. (H ·V )Tp = (H ·V Tp) ∈ H1を示す.各k ∈ Nに対しHk = H1l{∥H∥≤k}

と置く.明らかに

|(Hk ·B)Tp | ≤ p+ 1, (3.142)

(Hk · U)−Tp ≤ p+ θ (3.143)

となり,したがって

E[(Hk · V )−Tp ] ≤ E[(Hk ·B)−Tp ] + E[(Hk · U)−Tp ] ≤ 2p+ 1 + E[θ] <∞ (3.144)

が成立する.一方, Hkは有界可予測過程であることに注意して, (Hk · V )Tp ∈ H1,特に

E[(Hk · V )Tp ] = 0 (3.145)

となる.すなわち

E[(Hk · V )+Tp ] = E[(Hk · V )−Tp ] ≤ 2p+ 1 + E[θ], (3.146)

ゆえに
E[|(Hk · V )Tp |] ≤ 2(2p+ 1 + E[θ]) (3.147)

が成立する.今, Hk · V S−→
k→∞

H · V より, 特にHk · V ucp−→
k→∞

H · V ,したがって各 p ∈ Nに
対し

(Hk · V )Tp
P−→

k→∞
(H · V )Tp (3.148)

となる (Tp ≤ pに注意).ゆえに, Fatouの補題より

E[|(H · V )Tp |] ≤ 2(2p+ 1 + E[θ]) (3.149)

が成立する.さらに, Tpの定義より

|H · V | ≤ |H ·B|+ |H · U | ≤ 2p on [[0, Tp[[ a.s. (3.150)

に注意して,結局
E[(H · V Tp)∗∞] ≤ 2p+ 2(2p+ 1 + E[θ]) <∞ (3.151)

となる.各 k ∈ Nに対し

νk = inf{t ≥ 0 | |(Hk · V Tp)t − (H · V Tp)t| > 1} (3.152)
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と置く. 各 νkは停止時刻であり, νk ↑ ∞が成立する.また,明らかに (Hk · V Tp)νk ∈ H1

であり,

((Hk · V Tp)νk)∗ ≤ (H · V Tp)∗∞ + 1 + |∆(H · V Tp)νk | ≤ 3(H · V Tp)∗∞ + 1 (3.153)

が成立する.したがって優収束定理より

∥(Hk · V Tp)νk −H · V Tp∥H1
k→∞−→ 0 (3.154)

となり, H1の完備性よりH · V Tp ∈ H1となる.ゆえにH · V ∈ Lとなり,主張が示せ
た.

Ansel-Strickerの補題より,直ちに次の系が成立する.この系は後述の投資戦略の許容
性 (admissibility)を定義する重要な動機となる.

系 3.44. M ∈ Ld, H ∈ L(M)とする.もし (H ·M)−が局所可積分ならば, H ·M ∈ Lと
なる.特に,もしH ·M が下に有界ならば, H ·M は優マルチンゲールとなる.

証明. 仮定より,停止時刻の増大列 (τn)n∈N で τn ↑ ∞ a.s.かつ各 n ∈ Nに対し ((H ·
M)−)∗τn ∈ L1(P)となるものが取れる.各 n ∈ Nに対し

σn = inf{t ≥ 0 | (H ·M)t > n} ∧ τn (3.155)

と置く.(σn)n∈Nは停止時刻の増大列で, σn ↑ ∞ a.s.かつ各 n ∈ Nに対し

(H,∆M)σn = (H ·M)σn − (H ·M)σn− ≥ −((H ·M)−)∗τn − n (3.156)

が成立する.したがってAnsel-Strickerの補題 (定理 3.43)よりH ·M ∈ Lとなる.

また, Fatouの補題を用いることで,下に有界な局所マルチンゲールが優マルチンゲー
ルとなることがわかる.

特別セミマルチンゲールに関する確率積分が再び特別セミマルチンゲールとなるため
の必要十分条件が従う.

系 3.45. S ∈ Sdspとし,Sの標準分解を S = S0 +M +Aとする.このときH ∈ L(S)に対
し次は同値;

(i) H · S ∈ Ssp;

(ii) 次の (a), (b)が成立する;

(a) H ∈ L(M)かつH ·M ∈ L;

(b) H ∈ Lvar(A).

さらにこのときH · Sの標準分解は

H · S = H ·M +H · A (3.157)

で与えられる.
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証明. (ii) ⇒ (i)および後半の主張は明らか. (i) ⇒ (ii)を示す.

補題 3.42より, H ∈ Lvar(A),すなわち (b)が従う.またH ·A ∈ Vは道ごとのLebesgue-

Stieltjes積分として定義でき, Aが可予測であるため H · Aも可予測,したがって H ·
A ∈ Aloc となる.特に,停止時刻の増大列 (τn)n∈N で τn ↑ ∞ a.s.かつ各 n ∈ Nに対
し (H · A)∗τn ∈ L1(P)となるものが存在する.また, H · S ∈ Ssp より,補題 3.40より
(H · S)∗ ∈ A+

loc.したがって停止時刻の増大列 (σn)n∈Nで σn ↑ ∞ a.s.かつ各 n ∈ Nに対
し (H · S)∗σn ∈ L1(P)となるものが取れる.

今, H ∈ L(S) ∩ L(A)よりH ∈ L(M)であり,各 n ∈ Nに対し

(H ·M)τn∧σn = (H · S)τn∧σn − (H · A)τn∧σn ≥ −(H · S)∗σn − (H · A)∗τn (3.158)

が成立する.系 3.44より, H ·M ∈ Lが成立する.

確率積分のAssociativity

命題 3.46 (First Associativity Theorem). S ∈ Sd, H ∈ L(S)とし, Kを 1次元可予測過
程とする.このとき

K ∈ L(H · S) ⇐⇒ KH ∈ L(S) (3.159)

となる.さらにこのとき
K · (H · S) = (KH) · S (3.160)

が成立する.

証明. K ∈ L(H · S)と仮定する.

D = {(ω, t) | ∥∆St(ω)∥ > 1 or |∆(H · S)t(ω)| > 1 or |∆(K · (H · S))t(ω)| > 1} (3.161)

と置く. X = H · S ∈ S, Y = K ·X ∈ Sとし,

S̃ =
∑
u≤·

1lD∆Su, S = S − S̃, (3.162)

X̃ =
∑
u≤·

1lD∆Xu, X = X − X̃, (3.163)

Ỹ =
∑
u≤·

1lD∆Yu, Y = Y − Ỹ (3.164)

と置く.このとき明らかに
X̃ = H · S̃, (3.165)

Ỹ = K · X̃ = (KH) · S̃ (3.166)

が成立する.ゆえに, H ∈ L(S), K ∈ L(X)かつ

X = H · S −H · S̃ = H · (S − S̃) = H · S, (3.167)

Y = K ·X −K · X̃ = K · (X − X̃) = K ·X (3.168)

が成立する.
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今, S, X, Y は特別セミマルチンゲールであることに注意する. S ∈ Sdspの標準分解を
S = S0 +M + Aとすると,系 3.45より, H ∈ L1

loc(M) ∩ Lvar(A)かつ

X = H ·M +H · A (標準分解) (3.169)

となる.同様に, K ∈ L1
loc(H ·M) ∩ Lvar(H · A)かつ

Y = K · (H ·M) +K · (H · A) (標準分解) (3.170)

となる.特にKH ∈ L1
loc(M) ∩ Lvar(A) ⊂ L(S)かつ

Y = (KH) ·M + (KH) · A = (KH) · S, (3.171)

したがってKH ∈ L(S)かつ

Y = Ỹ + Y = (KH) · (S̃ + S) = (KH) · S (3.172)

となる.逆の関係も同様.

同様の議論により,次が従う.

命題 3.47 (Second Associativity Theorem). S ∈ Sdとし, H = (H1, · · · , Hd)を d次元可
予測過程で各 i = 1, · · · , dに対しH i ∈ L(Si)であるものとする. X = (X1, · · · , Xd) ∈ Sd

をX i = H i · Si, i = 1, · · · , dと定義する.このとき d次元可予測過程K = (K1, · · · , Kd)

に対し
K ∈ L(X) ⇐⇒ J ∈ L(S) (3.173)

が成立する.ただし J = (J1, · · · , Jd) = (K1H1, · · · , KdHd)である.さらにこのとき

K ·X = J · S (3.174)

が成立する.

σ-マルチンゲール
次の補題は [4]による.

補題 3.48. S ∈ Sdに対し,次の 3条件は同値である;

(i) 各 i = 1, · · · , dに対し,可予測集合の列Dn ∈ P , n ∈ Nで, Dn ⊂ Dn+1,
∪
n∈NDn =

Ω× R+,かつ各 1lDn · Siが一様可積分マルチンゲールとなるものが存在する.

(ii) あるM ∈ Ld および可予測過程 H = (H1, · · · , Hd)で,各 i = 1, · · · , dに対し
H i ∈ L(M i)かつ Si = Si0 +H i ·M iとなるものが存在する.

(iii) あるN = (N1, · · · , Nd) ∈ (H1)dおよ正値可予測過程Kで,各 i = 1, · · · , dに対し
K ∈ L(N i)かつ Si = Si0 +K ·N iとなるものが存在する.

定義 3.49. 上の補題の同値な 3条件を満たす S ∈ Sdを (d次元)σ-マルチンゲールと呼
び,その全体の集合をΣdと表す.
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注意 . 局所マルチンゲールはあきらかに σ-マルチンゲールである.また,離散時間の場
合, σ-マルチンゲールのクラスは局所マルチンゲールのクラスと一致する.しかし一般の
連続時間の枠組みでは, ΣはLより真に大きい (反例: 3.38).

Ansel-Strickerの補題（定理 3.43)より,次が従う.

命題 3.50. S ∈ Σとする.もし S−は局所可積分であるならば, S ∈ Lとなる.特に,もし
Sが下に有界ならば, Sは優マルチンゲールとなる.

また,確率積分の associativityより,次が従う.

命題 3.51. S ∈ ΣdかつH ∈ L(S)と仮定する.このときH · S ∈ Σとなる.

証明. 仮定より, あるM = (M1, · · · ,Md) ∈ (H1)d およ正値可予測過程 K で,各 i =

1, · · · , dに対しK ∈ L(M i)かつ Si = Si0 + K ·M iとなるものが存在する.確率積分に
関する Second Associativity Theorem (命題 3.47)より, J = (KH1, · · · , KHd) ∈ L(M)

かつ
H · S = J ·M (3.175)

が成立する.今, G = ∥J∥ ∨ 1, J̃ = J/Gと置くと, J̃ ∈ L(M) (J̃ は有界な d次元可
予測過程)に注意して,確率積分に関する First Associativity Theorem (命題 3.46)より,

G ∈ L(J̃ ·M)かつ
J ·M = G · (J̃ ·M) (3.176)

が成立する. J̃が有界であることより, J̃ ·M ∈ H1となる.したがってH·S = G·(J̃ ·M) ∈ Σ

となる.

3.2 様々な無裁定型条件の定義と関係性

(Ω,F ,F,P)を通常の条件を満たすフィルトレーション付きの確率空間とし, S ∈ Sdとす
る.また補助的にS0 ≡ 1を考える. S0は安全資産 (riskless asset)を表し, S = (S1, . . . , Sd)

は d個の危険資産 (risky asset)の S0による割引価格を表す. Sを (d次元)マーケットと
呼び, L(S)の元をマーケットSにおける投資戦略 (trading strategy)と呼ぶ.確率積分
(H · S)tは戦略Hによる時刻 tまでの累積損益額とみなすことができる.

定義 3.52. HをマーケットSの投資戦略とし, a > 0とする. H ·S ≥ −aかつ (H ·S)∞
def
=

limt→∞(H · S)tが存在するとき, Hは a-admissibleであるという. a-admissibleな投資
戦略全体の集合をHa = Ha(S)と書く.また, H = H(S)

def
=
∪
a>0Haと定義し, Hの元を

単に admissibleであるという.

Ansel-Strickerの補題 (定理 3.43)より, S ∈ Σdならば,任意の admissible strategy H ∈
Hに対しH · Sは優マルチンゲールとなる.特に

E[(H · S)∞] ≤ 0 (3.1)

が成立する.

(優)ヘッジ可能なクレームの集合は次のように定義される.
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定義 3.53.

Ka
def
= {(H · S)∞ | H ∈ Ha}, a > 0, (3.2)

K def
= {(H · S)∞ | H ∈ H}, (3.3)

C0 def
= K − L0(Ω,F ,P); (3.4)

C def
= C0 ∩ L∞(Ω,F ,P). (3.5)

Ka, K,および C0はL0(Ω,F ,P)の凸錐であり, CはL∞(Ω,F ,P)の凸錐であることに注
意する.さらに C0 ⊂ L0(Ω,F ,P)は立体型 (solid)である.つまり,任意の f ∈ L0(Ω,F ,P)
および g ∈ C0に対し, f ≤ g a.s.ならば f ∈ C0が成立する.

この設定の下で,次の三つの無裁定型条件を考える.

定義 3.54. (i) C ∩L∞
+ (Ω,F ,P) = {0}となるとき,マーケット SはNo Arbitrage条

件 (NA)を満たすという.

(ii) K1がL0(Ω,F ,P)において有界 (確率収束位相で有界)となるとき,マーケットSは
No Unbounded Profit with Bounded Risk条件 (NUPBR)を満たすという.

(iii) C ∩ L∞
+ (Ω,F ,P) = {0}となるとき,マーケット SはNo Free Lunch with Van-

ishing Risk条件 (NFLV R)を満たすという.ここで, Cは Cの L∞(Ω,F ,P)-ノル
ムにおける閉包を表す.

注意 . (i) (NA)はK ∩ L0
+(Ω,F ,P) = {0}と同値である.

(ii) (NUPBR)はリスクが一様有界 (1-admissible)な戦略の列 (Hn)n∈N ⊂ H1で,正の
確率で任意に大きい富を得られる (unbounded profit)ようなものが存在しないこ
とを表す.

(iii) 明らかに, (NFLV R) ⇒ (NA)が成立する.

(iv) もし (NFLV R)が不成立なら,ある f0 ∈ L∞
+ (Ω,F ,P)で P{f0 > 0} > 0かつ f0に

a.s.で収束する Cの列 (fn)n∈Nで各 n ∈ Nに対し fn ≥ f0 − 1
n
,特に fn ≥ − 1

n
となる

ものが存在する.これは裁定機会より弱い概念であるが,最終損失額が任意に小さ
くなり (vanishing risk),かつ近似的に正の利益を得る (free lunch)という意味から,

裁定機会同様マーケットモデルにおいて排除されるべき戦略であると考えられる.

この節では,数理ファイナンスの基本定理 (Delbaen-Schachermayerの定理)を述べる
前に, (NA), (NUPBR), (NFLV R)それぞれの関係性について議論する.次の補題は無
裁定理論においてしばしば用いられる.

補題 3.55. (i) 確率空間 (Ω,F ,P)上の任意の [0,∞)-値確率変数の列 (fn)n∈Nに対し,

ある [0,∞]-値確率変数 gおよび (fn)n ∈ Nの forward convex combination gn ∈
conv(fn, fn+1, . . . ), n ∈ Nが存在し, gn

n→∞−→ g a.s.が成立する.

(ii) もし (i)において (fn)n∈Nが L0-有界なら, g <∞ a.s.となるように取れる.

(iii) もし (i)においてある α > 0および δ > 0が存在し,任意の n ∈ Nに対し P{fn ≥
α} ≥ δとなるなら, P{g > 0} > 0となるように取れる.
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証明. 関数 u : R+ ∪ {∞} → [0, 1]を

u(x) = 1− e−x (3.6)

と定義する (uは効用関数とみなすこともできる).各 n ∈ Nに対し

sn = sup{E[u(g)] | g ∈ conv(fn, fn+1, . . . )} (3.7)

とし, gn ∈ conv(fn, fn+1, . . . ) を E[u(gn)] ≥ sn − 1
n
となるように取る. (sn)n∈N は

[0, 1]の減少列であるので,ある s0 ∈ [0, 1]が存在し sn ↓ s0 (n → ∞)となる.このと
き limn→∞ E[u(gn)] = s0が成立する.

(gn)n∈Nがある [0,∞]-値確率変数 gに確率収束することを示す.コンパクト距離空間
[0,∞]において, (xn)n∈N ∈ [0,∞]が Cauchy列であることは,任意の ϵ > 0に対しある
N ∈ Nが存在し,任意の自然数m,n ≥ N に対し |xn − xm| ≤ ϵまたは xn ∧ xm ≥ ϵ−1が
成立することと同値であることに注意する. α > 0を任意に取り固定する. uの (一様)

凹性より,ある β > 0が存在し, |x− y| > αかつ x ∧ y < α−1なる任意の x, y ∈ [0,∞)に
対し

u

(
x+ y

2

)
≥ 1

2
(u(x) + u(y)) + β (3.8)

が成立する.したがって各 n,m ∈ Nに対し

An,m = {|gn − gm| > αかつ gn ∧ gm < α} (3.9)

と置くと,

E
[
u

(
gn + gm

2

)]
= E

[
u

(
gn + gm

2

)
1lAn,m

]
+ E

[
u

(
gn + gm

2

)
1lAcn,m

]
(3.10)

≥ 1

2
(E[u(gn)] + E[u(gm)]) + βP(An,m) (3.11)

が成立する. (gn)n∈Nの構成法より,

P(An,m) ≤ 1

β

(
E
[
u

(
gn + gm

2

)]
− 1

2
(E[u(gn)] + E[u(gm)])

)
(3.12)

≤ 1

β

(
sn∧m − 1

2

(
sn + sm − 1

n
− 1

m

))
(3.13)

となり,右辺は n,m→ ∞で 0に収束する.したがってP(An,m) → 0 (n,m→ ∞)となり,

(gn)n∈NはL0(Ω,F ,P; [0,∞])でCauchy列となる.したがってあるg0 ∈ L0(Ω,F ,P; [0,∞])

が存在し, gn
P−→

n→∞
g0となる.部分列を取ることにより a.s.での収束が従う.したがって

(i)が示せた.

もし (fn)n∈Nが L0-有界なら,任意の ϵ > 0に対しあるM > 0が存在し,任意の n ∈ N
に対し P{fn ≥ M} ≤ ϵとなる.このとき任意の n ∈ Nに対し P{gn ≥ M} ≤ ϵとなり,

したがって P{g ≥ M} ≤ ϵとなる. ϵ > 0は任意だったので, g < ∞ a.s.となり, (ii)が
従う.

もし (iii)のようなα, δ > 0が存在するなら,任意のn ∈ Nに対しsn ≥ E[u(fn)] ≥ δu(α)

となる.したがって優収束定理よりE[u(g)] ≥ δu(α) > 0,特にP{g > 0} > 0となり, (iii)

が従う.
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注意 . 上の補題は, [29]により次のように精密化された; L0
+(Ω,F ,P)の閉凸集合Cに対

し,次の 2条件は同値;

(i) Cは L0(Ω,F ,P)-有界;

(ii) 任意のネット {fα}α∈Aに対し,ある forward convex combination subnet {gβ}β∈Bで
P- limβ gβ = ∃g ∈ Cとなるものが存在する.

ここで, {gβ}β∈B が {fα}α∈Aの forward convex combination subnetであるとは, Bは有
効族であり,ある写像D : B → {Aの有限部分集合 }で次の性質を持つものが存在する
ことをいう;

• gβ ∈ conv{fα | α ∈ D(β)}, ∀β ∈ B;

• 任意の α ∈ Aに対し,ある β ∈ Bが存在し,全ての α′ ∈
∪
β′⪰βD(β′)に対し α′ ⪰ α

となる.

[29]では上の形の主張が (局所凸とは限らない)一般の位相線形空間において,凸コンパ
クト性 (convexly compact)という概念と関連付けて示された.

命題 3.56. マーケット Sに対し, (NFLV R) ⇒ (NUPBR)が成立する.

証明. 主張を否定し矛盾を導く. (NUPBR)が不成立であると仮定する.このときある
α > 0および (Hn)n∈N ⊂ H1が存在し,各 n ∈ Nに対し

P{(Hn · S)∞ ≥ n} ≥ α (3.14)

が成立する.そこで, fn = min( 1
n
(Hn · S)∞, 1)と置くと, fn ∈ C であり, P{fn = 1} ≥

α かつ ∥f−
n ∥∞ ≤ 1

n
が成立する.補題 3.55より,ある [0, 1]-値確率変数 g および gn ∈

conv(fn, fn+1, . . . ) (n ∈ N) が存在し, gn
n→∞−→ g a.s. が成立する. 各 n ∈ N に対し

E[fn] ≥ α − 1
n
が成立することに注意して, E[gn] ≥ α − 1

n
,したがって E[g] ≥ αが成

立する. β = P{g > 0}と置くと, gは [0, 1]-値であることに注意して β ≥ E[g] ≥ α > 0が
成立する. Egorovの定理より, P(Ω̃) ≥ 1− β

2
なる Ω̃ ∈ Fが存在し, (gn)n∈Nはgに Ω̃上一様

収束する.そこで,各n ∈ Nに対し hn = min(gn, 1lΩ̃)と置くと, L∞(Ω,F ,P)のノルム位相
でhn

n→∞−→ g1lΩ̃となる.したがって g1lΩ̃ ∈ C∩L∞
+ (Ω,F ,P)となるが, P{g1lΩ̃ > 0} ≥ β

2
> 0

より, 仮定 (NFLV R)に矛盾する.

次に, (NA)の仮定の下で (NFLV R)の特徴づけをする.

補題 3.57. マーケット S が (NA)を満たすとする.このときH ∈ Hに対し δ = ∥(H ·
S)−∞∥∞と置くと, H ∈ Hδ,すなわちH · S ≥ −δとなる.

証明. 主張を否定し矛盾を導く.ある t ∈ R+に対し,

At = {(H · S)t < −δ} (3.15)

が P(At) > 0を満たすと仮定する. At ∈ Ft に注意して, K = H1lAt×(t,∞) と置くと,

K ∈ Hかつ

(K · S)∞ = ((H · S)∞ − (H · S)t)1lAt ∈ L0
+(Ω,F ,P) \ {0} (3.16)

となり,仮定 (NA)に矛盾する.
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命題 3.58. マーケット Sが (NA)を満たすと仮定する.このとき次は同値である;

(i) (NFLV R)が不成立;

(ii) P{f0 > 0} > 0なる [0,∞]-値確率変数 f0および fn ∈ K1/n, n ∈ Nで, fn
P−→

n→∞
f0と

なるものが存在する.

証明. (ii)を仮定する.このとき列 (nfn)n∈N ⊂ K1はL0(Ω,F ,P)で非有界となり, (NUPBR)

が不成立となる.命題 3.56より (NFLV R)が不成立となり, (i)が従う.

逆に, (i)を仮定,すなわち (NFLV R)が不成立であると仮定する.このときある g0 ∈
L∞
+ (Ω,F ,P)および (gn)n∈N ⊂ Cで, P{g0 ≥ α} ≥ αかつ ∥gn − g0∥∞

n→∞−→ 0となるもの
が存在する.このとき特に ∥g−n ∥∞

n→∞−→ 0となる.したがって部分列を考えることにより,

各 n ∈ Nに対し ∥g−n ∥∞ ≤ 1
n
と仮定してよい. Cの定義より,各 n ∈ Nに対しあるLn ∈ H

が存在し,

hn = (Ln · S)∞ ≥ gn a.s. (3.17)

が成立する.このとき

∥h−n ∥∞ ≤ ∥g−n ∥∞ ≤ 1

n
(3.18)

および仮定 (NA)に注意して,補題 3.57より Ln ∈ H1/nとなる.また,補題 3.55より,あ
る [0,∞]-値確率変数 f0および fn ∈ conv(hn, hn+1, . . . ), n ∈ Nが存在し, fn

n→∞−→ f0 a.s.

となる. 対応する (Ln)n∈Nの凸結合を (Hn)n∈Nとすると,明らかにHn ∈ H1/nとなる.ま
た,十分大きい n ∈ Nに対し

P
{
hn ≥ α

2

}
≥ P

{
gn ≥ α

2

}
≥ α

2
> 0 (3.19)

となることより,補題 3.55(iii)に注意して P{f0 > 0} > 0となる.

命題 3.59. マーケット Sに対し,次は同値;

(i) (NFLV R)が成立;

(ii) ∥g−n ∥∞
n→∞−→ 0なる任意の列 (gn)n∈N ⊂ Kに対し, gn

P−→
n→∞

0が成立する.

証明. (ii)を仮定する.このとき明らかに (NA)が成立する.命題 3.58より (NFLV R)が
成立する.

(i) ⇒ (ii)を示す. (NFLV R)の成立を仮定する.このとき明らかに (NA)が成立する.

(ii)が不成立であると仮定し矛盾を導く.このとき ∥g−n ∥∞ ≤ 1
n
なる列 (gn)n∈N ⊂ Kで,各

n ∈ Nに対し
P{gn ≥ α} ≥ α > 0 (3.20)

となるものが存在する.補題 3.57より,各 n ∈ Nに対し gn ∈ K1/nとなる.したがって
(ngn)n∈N ⊂ K1となり,各 n ∈ Nに対し

P{ngn ≥ nα} ≥ α > 0, (3.21)

したがって (ngn)n∈Nは L0(Ω,F ,P)で非有界となる.すなわち (NUPBR)が不成立とな
るが,命題 3.56よりこれは仮定 (NFLV R)に矛盾する.
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系 3.60. マーケット Sに対し,次の同値関係が成立する;

(NFLV R) ⇐⇒ (NA) + (NUPBR). (3.22)

証明. (⇒)は定義および命題3.56より. (⇐)を示す.マーケットSが (NA)および (NUPBR)

を満たすと仮定する. (gn)n∈N ⊂ Kで ϵn = ∥g−n ∥∞
n→∞−→ 0なるものを任意に取る.仮定

(NA)および補題 3.57より,各n ∈ Nに対し gn ∈ Kϵn ,したがって
1
ϵn
gn ∈ K1となる.仮定

(NUPBR)より ( 1
ϵn
gn)n∈NはL0-有界とならなければならないが, ϵn

n→∞−→ 0より gn
P−→

n→∞
0

とならなければならない.したがって命題 3.59より (NFLV R)が成立する.

3.3 Delbaen-Schachermayerの定理

フィルトレーション付き確率空間 (Ω,F ,F,P)上の d次元マーケット S を考える.こ
こで,フィルトレーション F = (Ft)t∈R+ は通常の条件を満たすとし,簡単のため F0は
P-trivialかつF = F∞ =

∨
t∈R+

Ftであると仮定する. (Ω,F)上の確率測度QでQ ≪ P
なるものは, Radon-Nikodym導関数と同一視することによりに L1(Ω,F ,P)の元とみな
せる.

Sに対する条件 (NFLV R)

C ∩ L∞
+ (Ω,F ,P) = {0} (3.1)

は,凸錐CのL∞(Ω,F ,P)での性質と見ることができる.そこで双対 (L1(Ω,F ,P), L∞(Ω,F ,P))
を考えることにより, (NFLV R)の L1(Ω,F ,P)に関する特徴づけを考える.この双対表
現こそが数理ファイナンスの基本定理の本質である.

3.3.1 NFLV Rの双対表現

まず,マルチンゲール測度のクラスを次のように定義する.

定義 3.61. マーケット Sの (局所, σ-)マルチンゲール測度 ((local, σ-)martingale mea-

sure)の集合をそれぞれ次で定義する;

M(S)
def
= {Q ≪ P | SはQの下でマルチンゲール }, (3.2)

Mloc(S)
def
= {Q ≪ P | SはQの下で局所マルチンゲール }, (3.3)

Mσ(S)
def
= {Q ≪ P | SはQの下でσ-マルチンゲール }. (3.4)

また, Sの分離測度 (separating measure)の集合を次で定義する;

Ms(S)
def
= {Q ≪ P | EQ[(H · S)∞] ≤ 0, ∀H ∈ H} = {Q ≪ P | EQ[f ] ≤ 0, ∀f ∈ C}.

(3.5)

M(S),Mloc(S),およびMs(S)の元でPと同値なものの集合をそれぞれMe(S),Me
loc(S),

Me
σ(S)およびMe

s(S)と書きその元をそれぞれ Sの同値マルチンゲール測度,同値局所
マルチンゲール測度,同値 σマルチンゲール測度, および同値分離測度という.

47



明らかに上の八つの集合は L1(Ω,F ,P)の凸集合である.マーケット Sが

Me(S) ̸= ϕ, (resp. Me
loc(S) ̸= ϕ, Me

σ(S) ̸= ϕ, Me
s(S) ̸= ϕ) (3.6)

を満たすとき, Sは条件 (EMM), (resp. (ELMM), (EσM), (ESM))を満たすという.

補題 3.62. マーケット Sに対し次が成立する;

M(S) ⊂ Mloc(S) ⊂ Mσ(S) ⊂ Ms(S); (3.7)

Me(S) ⊂ Me
loc(S) ⊂ Me

σ(S) ⊂ Me
s(S). (3.8)

したがって特に

(EMM) ⇒ (ELMM) ⇒ (EσM) ⇒ (ESM) (3.9)

となる.

証明. M(S) ⊂ Mloc(S) ⊂ Mσ(S)は自明. S の σ-マルチンゲール測度 Qを考える.

L(S;P) ⊂ L(S;Q)かつ確率積分が測度変換により不変であること (補題 3.34),および
Ansel-Strickerの補題 (定理 3.43)より, 任意のH ∈ Hに対し (H · S)は Q-優マルチン
ゲール,特に

EQ[(H · S)∞] ≤ 0 (3.10)

が成立する.したがってQ ∈ M(S)となる.

補題 3.63. (i) Sが有界である場合,M(S) = Ms(S)が成立する.特にこのとき (ESM)

と (EMM)は同値である.

(ii) Sが局所有界である場合, Mloc(S) = Ms(S)が成立する.特にこのとき (ESM)と
(ELMM)は同値である.

証明. (i) 任意のQ ∈ Ms(S)を固定する. Qの下で S がマルチンゲールとなること
を示せばよい.今, S が有界であることより,任意の 0 ≤ s < t, A ∈ Fs,および
i ∈ {1, . . . , d}に対し,

H+ = ei1lA×(s,t], H
− = −ei1lA×(s,t] (3.11)

はともにHの元である.ただし ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , o) (Rdの i番目の標準基底)

である.

(H± · S)∞ = ±1lA(S
i
t − Sis) (3.12)

に注意して, Qの取り方より

EQ[±1lA(S
i
t − Sis)] ≤ 0, (3.13)

したがって EQ[1lA(S
i
t − Sis)] = 0となる. 0 ≤ s < t, A ∈ Fs,および i ∈ {1, . . . , d}

は任意だったので, SはQの下でマルチンゲール,すなわちQ ∈ M(S)となる.
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(ii) Q ∈ Ms(S)とする. Q ∈ Mloc(S)を示す.仮定より,停止時刻の増大列 (τn)n∈N
で τn ↑ ∞ P-a.s.かつ各 n ∈ Nに対し Sτn が有界となるものが取れる.そこで各
0 ≤ s < t, A ∈ Fs, i ∈ {1, . . . , d},および n ∈ Nに対しKn,±を上のH±を用いて
Kn,± = H±1l]]0,τn]]と定義すると, Kn,± ∈ Hとなる.

(Kn,± · s)∞ = ±1lA((S
τn)it − (Sτn)is) (3.14)

に注意して, (i)と同様に,各SτnはQ-マルチンゲールとなることがわかる. Q ≪ P
より τn ↑ ∞ Q-a.s.に注意して, SはQの下で局所マルチンゲール,すなわちQ ∈
Mloc(S)となる.

さらに, [11]により次が示された.

補題 3.64. マーケット Sが (ESM)を満たすと仮定する.このときMe
σ(S)はMe

s(S)に
おいて全変動ノルムに関して稠密である.特に (ESM)と (EσM)は同値である.

(ESM)と無裁定条件の関係性について考える.

命題 3.65. マーケット Sに対し,

(ESM) =⇒ (NFLV R) (3.15)

が成立する.

証明. Q ∈ Me
s(S)とすると,任意の f ∈ Cに対しEQ[f ] ≤ 0となる.ここでQ ∼ Pより C

のL∞-ノルムの閉包はQとPで一致することに注意して,任意の f ∈ Cに対しEQ[f ] ≤ 0

が成立することがわかる.もしこの f が L∞
+ (Ω,F ,P) = L∞

+ (Ω,F ,Q)の元ならば, f = 0

Q-a.s.,したがって f = 0 P-a.s.となる.ゆえに C ∩ L∞
+ (Ω,F ,P) = {0}が成立する.

注意 . 上の命題および系 3.60より,

(ESM) =⇒ (NA) + (NUPBR) (3.16)

がわかるが,これも容易に直接示すことができる.実際, (ESM) ⇒ (NA)は上と同様 (C
の閉包を取る必要はない).また, Q ∈ Me

s(S)とすると,任意の f ∈ K1に対し

f− ≤ 1, (3.17)

EQ[f ] ≤ 0 (3.18)

となる.したがってEQ[f
+] ≤ 1,すなわちEQ[|f |] ≤ 2が成立する.ゆえにK1はL1(Ω,F ,Q)

のノルム位相で有界, Q ∼ Pに注意して,特に L0(Ω,F ,P)で有界となる.したがって
(NUPBR)が成立する.

次の二つの例からわかる通り, (NA) ⇒ (ESM), (NUPBR) ⇒ (ESM)は一般には成
立しない.
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例 3.66 ((NA)成立, (ESM)不成立. [8]). 確率空間 (Ω,F ,P)上のブラウン運動W =

(Wt)t∈[0,1]および natural filtration (Gt)t∈[0,T ]を考える. f(t) = 1√
1−t , t ∈ [0, 1)とし,

Lt =

{
exp(−(f ·W )t − 1

2

∫ t
0
f 2(u)du) if t < 1

0 if t = 1
(3.19)

と置く.このとき L = (Lt)t∈[0,1]は (P, (Gt)t∈[0,1])-局所マルチンゲールである. (Gt)t∈[0,1]-
停止時刻 τ を τ = inf{t ∈ [0, 1] | Lt ≥ 2}と置くと,停止過程 Lτ は (P, (Gt)t∈[0,1])-有界マ
ルチンゲールとなる.また

Lτ =

{
2 if τ < 1

0 if τ = 1
(3.20)

に注意して, 1 = EP[Lτ ] = 2P{τ < 1},したがって P{τ < 1} = 1
2
となる. (Ft)t∈[0,1] =

(Gt∧τ )t∈[0,1]はW τ の natural filtration, W τ は (P, (Ft)t∈[0,1])-ブラウン運動となる.

フィルトレーション付き確率空間 (Ω,F1, (Ft)t∈[0,1],P)上の (1次元)価格過程 Sを

St = W τ
t +

∫ t∧τ

0

f(u)du (3.21)

により定義する. Sは P-a.s.で連続であることに注意する. Girsanovの定理より, Sの局
所マルチンゲール測度Q ≪ Pはただ一つ存在し, dQ

dP = Lτで与えられる. P{Lτ = 0} = 1
2

より, F1上でQは Pについて同値とはならない.したがって Sの同値局所マルチンゲー
ル測度は存在せず, (ELMM),すなわち (ESM)は不成立である.

今, Sが (NA)を満たすことを示す. 任意の t ∈ [0, 1)に対しLτt > 0, P-a.s.であること
より, Q ∼t P (Ft上の確率測度としてQと Pは同値)となることに注意する. H ∈ H1

で (H · S)1 ≥ 0, P-a.s.となるものを任意に取る.このときH · Sは P-a.s.で連続である.

Q ≪ Pより (H · S)t ≥ −1, Q-a.s. (∀t ∈ [0, 1])かつ (H · S)1 ≥ 0, Q-a.s.であり, SがQ-

局所マルチンゲールであることに注意して, Ansel-Strickerの補題 (系 3.44)より, H · S
はQ-優マルチンゲールとなる.したがってEQ[(H · S)1] ≤ 0,ゆえに (H · S)1 = 0, Q-a.s.

が成立する.今, ϵ > 0を任意に取り, (Ft)t∈[0,1]-停止時刻 σ = inf{t ∈ [0, 1] | (H · S)t ≥ ϵ}
を考える. K = 1l[[0,σ]]Hと置くと, K ∈ H1かつ

(K · S)1 =

{
(H · S)1 ≥ 0 on {σ = 1}, P-a.s.
ϵ > 0 on {σ < 1}, P-a.s.

(3.22)

となる.したがって上の議論より Q{σ < 1} = 0となる. ϵ > 0は任意だったので,各
t ∈ [0, 1)に対し (H · S)t ≤ 0, Q-a.s.となる. Q ∼t Pより, (H · S)t ≤ 0, P-a.s.となり,

H · Sが P-a.s.で連続であることより (H · S)1 = 0, P-a.s.が成立する.したがって Sは
(NA)を満たす.

例 3.67 ((NUPBR)成立, (ESM)不成立, [8]). 次が成立する (証明は [8], Corollary

11.2.10 参照);

S = (St)t∈[0,1]を 3次元ベッセル過程とし,その natural filtrationを考える.このと
き Sは (NUPBR)を満たすが (ESM)は満たさない.
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次の定理は有限次元マーケットにおけるいわばメタ型の数理ファイナンスの基本定理
である.

定理 3.68. マーケット Sに対し

(NFLV R) ⇐⇒ (ESM) (3.23)

が成立する.

この定理の系として,上の議論より,次の数理ファイナンスの基本定理が従う.

系 3.69 (Delbaen-Schachermayer, 1994,1998). (i) マーケット Sに対し

(NFLV R) ⇐⇒ (EσM) (3.24)

が成立する.

(ii) マーケット Sが有界な d次元セミマルチンゲールであるとき,

(NFLV R) ⇐⇒ (EMM) (3.25)

が成立する.

(iii) マーケット Sが局所有界な d次元セミマルチンゲールであるとき,

(NFLV R) ⇐⇒ (ELMM) (3.26)

が成立する.

まとめると次のように書ける.

命題 3.70. d次元マーケット Sに対し次の関係が成立する;

(NFLV R) ⇔ (NA)+(NUPBR) ⇔ (ESM) ⇔


(EσM)

(ELMM) if S is locally bounded

(EMM) if S is bounded

,

(3.27)

(NA) ⇏ (ESM), (3.28)

(NUPBR) ⇏ (ESM). (3.29)

以下,定理 3.68の (NFLV R) ⇒ (ESM)を証明することを目標とする.

注意 . Delbaen-Schachermayerの論文 [9]では有界なd次元マーケットを仮定して (NFLV R) ⇒
(EMM)を証明しているが,この証明において有界性は不要である.実際, Sの有界性は補
題 3.63においてのみ用いられており,数理ファイナンスの基本定理の本質は (NFLV R)

の (L1(Ω,F ,P), L∞(Ω,F ,P))における双対として (ESM)を特徴付けるところにある.
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3.3.2 (NFLV R) ⇒ (ESM)の証明

以下,一般の d次元マーケットSにおいて (NFLV R) ⇒ (ESM)を示すことを考える.

証明は次のような流れになる;

(i) (NFLV R)が成立するならば, C0 ⊂ L0(Ω,F ,P)は Fatou-closed(後述)である.

(ii) 一般に,凸錐X ⊂ L0(Ω,F ,P)がFatou-closedならば,X∩L∞(Ω,F ,P)はL∞(Ω,F ,P)
の汎弱位相 (σ(L∞(Ω,F ,P), L1(Ω,F ,P)))で閉である.

(iii) 凸錐 C = C0 ∩ L∞(Ω,F ,P)が L∞(Ω,F ,P)の汎弱位相で閉ならば, 無裁定条件
C ∩L∞

+ (Ω,F ,P) = {0}および一般化Kreps-Yanの定理 (定理 2.8)より,あるQ ∼ P
が存在し,任意の f ∈ C に対し EQ[f ] ≤ 0となる.すなわち Q ∈ Me

s(S)となり,

(ESM)が従う.

つまり, CがL∞(Ω,F ,P)の汎弱位相で閉であることが示せれば, Hahn-Banachの分離定
理の亜種であるKreps-Yanの定理により,同値分離測度Q ∈ Me

s(S)が CとL∞
+ (Ω,F ,P)

を分離する「超平面」として存在することが証明される.最も難解な部分は初めのステッ
プ (i)である.

定義 3.71. X ⊂ L0(Ω,F ,P)とする. supn∈N ∥f−
n ∥∞ < ∞かつ fn

P−→
n→∞

∃f ∈ L0(Ω,F ,P)
なる任意の列 (fn)n∈N ⊂ Xに対し f ∈ Xとなるとき, Xは Fatou-closedであるという.

まず,ステップ (ii)を証明するために,関数解析による次の補題を証明する.

補題 3.72. C を L∞(Ω,F ,P)の凸錐とし, B = {f ∈ L∞(Ω,F ,P) | ∥f∥∞ ≤ 1}とする.

このとき次は同値;

(i) Cは σ(L∞(Ω,F ,P), L1(Ω,F ,P))-closed;

(ii) C ∩Bは L0(Ω,F ,P)-closed.

証明. (i) ⇒ (ii)

C ∩ Bの列 (fn)n∈Nで fn
P−→

n→∞
∃f ∈ L0(Ω,F ,P)なるものを任意に取る. f ∈ C ∩ B

を示せばよい (L0(Ω,F ,P)は距離化可能であることに注意).明らかに f ∈ B である.

f /∈ Cと仮定して矛盾を導く.仮定よりCは σ(L∞(Ω,F ,P), L1(Ω,F ,P))-closedなので,

Hahn-Banachの分離定理 (コンパクト凸と閉凸の強分離)より,ある g ∈ L1(Ω,F ,P)が
存在し

sup
h∈C

E[hg] < E[fg] (3.30)

が成立する.一方,各 fnはBの元であるため fng ≥ −|g| a.s.となることに注意して,Fatou

の補題より
E[fg] ≤ lim inf

n→∞
E[fng] (3.31)

が成立する.しかし, (fn)n∈N ⊂ Cであることより右辺は≤ suph∈C E[gh]となる.したがっ
て矛盾が生じる.

(ii) ⇒ (i)
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σ(L∞(Ω,F ,P), L1(Ω,F ,P))は距離化可能でないことに注意.任意のネット (fλ)λ∈Λを
考える.

w∗- lim
λ∈Λ

fλ = ∃f ∈ L∞(Ω,F ,P) (3.32)

とする.このとき f ∈ Cとなることを示す.一様有界性原理より,

M = sup
λ∈Λ

∥fλ∥∞ <∞ (3.33)

となる.各λ ∈ Λに対しgλ =
1
M
fλと置く. Cは錐であることに注意してgλ ∈ C∩Bとなる.

今,仮定よりC ∩BはL0(Ω,F ,P)の有界閉凸集合である.ゆえに,補題 3.55の後の注意よ

り, (gλ)λ∈Λの forward convex combination subnet (hπ)π∈Πが存在し, hπ
P−→

π∈Π
∃h ∈ C ∩B

となる.明らかに

w∗- lim
π∈Π

hπ =
1

M
f (3.34)

より, h = 1
M
f が成立する. Cが錐であることに注意して f =Mh ∈ Cとなる.

命題 3.73. 凸錐X ⊂ L0(Ω,F ,P)がFatou-closedならば, X∩L∞(Ω,F ,P)はL∞(Ω,F ,P)
の汎弱位相で閉である.

証明. X ∩ Bの列 (fn)n∈Nで fn
P−→

n→∞
∃f ∈ L0(Ω,F ,P)なるものを任意に取る.明らかに

f ∈ Bである.また,任意の n ∈ Nに対し fn ≥ −1となるので,仮定より f ∈ X,すなわ
ち f ∈ X ∩ Bとなる.ゆえにX ∩ Bは L0(Ω,F ,P)で閉であり,前補題よりX ∩ L∞は
L∞(Ω,F ,P)の汎弱位相で閉である.

以上の議論より,第一のステップ

(i) (NFLV R)が成立するならば, C0 ⊂ L0(Ω,F ,P)は Fatou-closedである.

を示せば, (NFLV R) ⇒ (ESM)が従う.以下, (NFLV R)を仮定する.

Notation

• 一般に, L0(Ω,F ,P)の部分集合 Dに対し,その L0(Ω,F ,P)における閉包を D̂と
表す.

• L0(Ω,F ,P)において,順序 f ≥ g a.s.を考える. D ⊂ L0(Ω,F ,P)における極大元
の集合をDmaxと表す.すなわち, f ∈ DがDの極大元であるとは, f ≤ g a.s.かつ
g ∈ Dならば f = g a.s.となることをいう.

• h ∈ L0(Ω,F ,P)に対し, Dh
def
= {f ∈ K̂1 | f ≥ h a.s.}と置く.

hn ≥ −1 a.s. ∀n ∈ Nかつ hn
P−→

n→∞
hなる任意の列 (hn)n∈N ⊂ C0を固定する. h ∈ C0と

なることを示せばよい.各n ∈ Nに対し, gn ≥ hn a.s.なる gn ∈ Kが取れる.特に gn ≥ −1

a.s.であるため, (NA)および補題 3.57より gn ∈ K1である. forward convex combination

を考えることにより, (gn)n∈Nはある gに a.s.で収束するとしてよい.このとき g ∈ Dh,特
にDh ̸= ϕとなる.これと (NUPBR)に注意して, DhはL0(Ω,F ,P)の有界閉凸集合であ
ることがわかる.一般に次が成立する.

補題 3.74. L0(Ω,F ,P)の空でない任意の有界閉集合Dは極大元を持つ.
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証明. Dの元に対し f ≥ g a.s.による順序を考える. AをDの任意の全順序部分集合と
する. Aに対し上界が存在することが示せれば, Zornの補題より主張が従う.

s = sup{E[arctan(f)] | f ∈ A} (3.35)

と置く.このときある列 (fn)n∈Nで E[arctan(fn)] ↑ sなるものが存在する. AがDの全
順序部分集合であることより, f1 ≤ f2 ≤ · · · a.s.が成立,したがって f0 = limn→∞ fnが
a.s.で存在する.さらに, Dが L0(Ω,F ,P)で有界かつ閉であることより, f0 < ∞ a.s.か
つ f0 ∈ Dである. f0がAの上界となることを示す.もし P{f > f0} > 0なる f ∈ Aが存
在したとすると, f0の取り方より各 n ∈ Nに対し P{f > fn} > 0となる.したがって, A

が全順序であることより f ≥ fn a.s.が成立,ゆえに f ≥ f0 a.s.かつ P{f > f0} > 0とな
る.したがって

E[arctan(f0)] < E[arctan(f)] (3.36)

となるが,優収束定理より

E[arctan(f0)] = lim
n→∞

E[arctan(fn)] = s (3.37)

であるため, sの取り方に矛盾する.ゆえに任意の f ∈ Aに対し f ≤ f0 a.s.が成立,すな
わち f0 ∈ DはAの上界である.

上の補題より, Dmax
h ̸= ϕである.

h ∈ C0を示すために,

Dmax
h ⊂ K1 (3.38)

を示せば十分である. f0 ∈ Dmax
h を任意に取り固定する.このとき f0 ∈ K1であること,

すなわちあるH0 ∈ H1が存在し f0 = (H0 ·S)∞ a.s.となることを示す. f0 ∈ K̂1より, あ
る列 (Hn)n∈N ⊂ H1が存在し,

fn = (Hn · S)∞
n→∞−→ f0 a.s. (3.39)

となる.しかしこのままでは被積分過程の列 (Hn)n∈N ⊂ H1の適当な意味での収束は従
わない.そこでこの列を修正することにより,極限として上のようなH0 ∈ H1の存在性
を導くことを考える.

補題 3.75. h ∈ L0(Ω,F ,P), Dmax
h ̸= ϕ とする. このとき f0 ∈ Dmax

h および近似列
(Hn)n∈N ⊂ H1, fn = (Hn · S)∞

n→∞−→ f0 a.s.に対し,

lim
n,m→∞

Dup[(H
n −Hm) · S] = 0 (3.40)

が成立する.

証明. 主張を否定し矛盾を導く.このときある ik, jk ↑ ∞およびα > 0が存在し,各 k ∈ N
に対し

P{(((H ik −Hjk) · S)+)∗∞ > α} ≥ α (3.41)

が成立する.そこで停止時刻

Tk = inf{t ∈ R+ | ((H ik −Hjk) · S)t > α} (3.42)
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を考えると, P{Tk <∞} ≥ αが成立する.

Lk = H ik1l]]0,Tk]] +Hjk1l]]Tk,∞[[ (3.43)

と置く.このとき Lk ∈ H1となる.実際, t ≤ Tkに対し

(Lk · S)t = (H ik · S)t ≥ −1, (3.44)

t > Tkに対し

(Lk · S)t = (H ik · S)Tk + (Hjk · S)t − (Hjk · S)Tk ≥ −1 + α > −1 (3.45)

となる.今,

ρk = (Lk · S)∞ = (H ik · S)Tk + (Hjk · S)∞ − (Hjk · S)Tk = ϕk + ψk (3.46)

と置く.ただし,

ϕk = fik1l{Tk=∞} + fjk1l{Tk<∞}, (3.47)

ψk = ((H ik −Hjk) · S)Tk1l{Tk<∞} (3.48)

とする.このとき
ϕk

k→∞−→ f0 a.s. (3.49)

が成立する.一方, ψk ≥ 0 a.s.かつ P{ψk ≥ α} ≥ α > 0に注意して,補題 3.55より,

(ψk)k∈Nの forward convex combination (ψ̃k)k∈Nで,P{ψ0 > 0} > 0なる [0,∞)-値確率変
数 ψ0に a.s.で収束するものが取れる.したがって, 対応する (ρk)K∈Nの forward convex

combinationを (ρ̃k)k∈Nと書くと, ρ̃k ∈ K1かつ

ρ̃k
k→∞−→ f0 + ψ0 a.s. (3.50)

が成立する.ゆえに f0 + ψ0 ∈ K̂1かつ f0 + ψ0 ≥ f0 ≥ h a.s.,すなわち f0 + ψ0 ∈ Dhとな
るが,これは f0がDhの極大元であることに矛盾する.

特に, ξ = supn∈N(H
n · S)∗∞ < ∞ a.s.となる.そこで同値確率測度 Q ∼ Pを dQ

dP =

c exp(−ξ) (c > 0は正規化定数)により定義すると, ξ ∈ L2(Q),特に補題 3.40より,各
Xn = Hn · SはQの下で特別セミマルチンゲールとなる.条件 (NFLV R), (ESM),お
よび集合 Dmax

h は同値確率測度の変換により不変であることに注意して, Q = Pかつ
Xn ∈ Ssp(P) (∀n ∈ N)と仮定して良い.

ここまでの流れをまとめると次のようになる;

(i) (NFLV R) = (NA)+(NUPBR)を仮定する. このとき (ESM)の成立を示したい.

(ii) C0 ⊂ L0(Ω,F ,P)が Fatou-closedであることを示せばよい.

(iii) hn ≥ −1 a.s. ∀n ∈ Nかつ hn
P−→

n→∞
hなる任意の列 (hn)n∈N ⊂ C0を取る. h ∈ C0と

なることを示せばよい.

(iv) Dh
def
= {f ∈ K̂1 | f ≥ h a.s.}と置くと, (NA)よりDh ̸= ϕ,さらに (NUPBR)より

Dhは L0-有界,したがってDmax
h ̸= ϕとなる. Dmax

h ⊂ K1を示せばよい.
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(v) f0 ∈ Dmax
h を任意に取る. f0 ∈ K̂1 より,ある列 (Hn)n∈N ⊂ H1 が存在し, fn =

(Hn · S)∞
n→∞−→ f0 a.s.が成立する.

(vi) Xn = Hn·Sと置く.同値確率測度の変換を考えることにより, ∥ supn∈N(Xn)∗∞∥L2(Ω,F ,P) <

∞と仮定してよい.このとき特に,各 n ∈ Nに対しXn ∈ Ssp(P)となる.

注意 . これまでの ( C0がFatou-closedであることの)証明において,仮定 (NA)はDh ̸= ϕ

であることのみに用いていることに注意する.以下,仮定 (NUPBR)の下 ((NA)は不要!),

上で構成した (Xn)n∈Nの forward convex combination (X̃n)n∈Nで, (強)セミマルチンゲー
ル位相でCauchy列となるものが存在することを示す.これが示せれば,対応する (Hn)n∈N
の forward convex combinationを (H̃n)n∈Nとしたとき, Méminの定理 (命題 3.36)より,

あるH0 ∈ L(S)が存在し,

H̃n · S S−→
n→∞

H0 · S (3.51)

となる.このとき明らかに各 t ∈ R+に対し (H · S)t ≥ −1 a.s.が成立する.さらに,補
題 3.75に注意して, (さらに部分列を取ることにより) a.s.で t ∈ R+ について一様に
(H̃n · S)t

n→∞−→ (H0 · S)tとなる.ゆえに

(H0 · S)∞ = limt→∞(H0 · S)t = limt→∞ limn→∞(H̃n · S)t
= limn→∞ limt→∞(H̃n · S)t = limn→∞(H̃n · S)∞ = f0 a.s. (3.52)

が成立する.したがってH0 ∈ H1かつ f0 ∈ K1となり,証明が完了する.

次の補題は一般のセミマルチンゲールに対して成立する.

補題 3.76. S ∈ S, 1 < p ≤ ∞とし, ∥(∆S)∗∞∥Lp < ∞と仮定する.このとき S ∈ Sspで
あり,さらに標準分解 S = S0 +M + Aに対し

∥(∆A)∗∞∥Lp ≤ p
p−1

∥(∆S)∗∞∥Lp , (3.53)

∥(∆M)∗∞∥Lp ≤ 2p−1
p−1

∥(∆S)∗∞∥Lp (3.54)

が成立する.

証明. Sは局所 p-可積分,特に局所可積分なので,補題 3.40より特別セミマルチンゲール
である.標準分解をS = S0+M+Aとし, càdlàgマルチンゲールNをNt = E((∆S)∗∞|Ft)

により定義する.

Aは可予測過程であることに注意して,集合 {∆A ̸= 0}は可算個の可予測停止時刻
(Tn)n∈Nを用いて {∆A ̸= 0} =

∪
n∈N[[Tn]]と書ける.さらに, M は局所マルチンゲール

であることより,任意の可予測停止時刻 T に対しE(∆MT |FT−) = 0,したがって∆AT =

E(∆ST |FT−)となる.ゆえに

|∆AT | ≤ E(|∆ST | |FT−) ≤ E((∆S)∗∞|FT−) = YT− ≤ Y ∗
∞ (3.55)

が成立する. T は任意の可予測停止時刻であったので, (∆A)∗ ≤ Y ∗
∞が成立する. Doob

の不等式より
∥Y ∗

∞∥Lp ≤
p

1− p
∥(∆S)∗∞∥Lp , (3.56)
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したがって

∥(∆A)∗∞∥Lp ≤ p
p−1

∥(∆S)∗∞∥Lp , (3.57)

∥(∆M)∗∞∥Lp ≤ 2p−1
p−1

∥(∆S)∗∞∥Lp (3.58)

が成立する.

各 n ∈ Nに対しHn ∈ H1, X
n = Hn · Sとし, λ = ∥ supn∈N(Xn)∗∞∥L2 < ∞と仮定す

る.各Xn ∈ Sspの標準分解をXn = Mn + Anと書く.まず, (Xn)n∈Nの forward convex

combination (X̃n)n∈Nで,標準分解のマルチンゲール項の列 (M̃n)n∈Nが Émery位相で収
束列となるものが存在することを示す.その後,対応する可予測有界変動過程の列 (Ãn)n∈N
も Émery位相で収束列となることを示す.

命題 3.77. マーケット Sが (NUPBR)を満たすと仮定する.このとき列 ((Mn)∗∞)n∈Nは
L0-有界である.

証明. 主張を否定し矛盾を導く.このとき部分列を取ることにより,各 n ∈ Nに対し

P{(Mn)∗∞ > n3} ≥ α > 0 (3.59)

が成立するとしてよい.また, Chebyshevの不等式より,十分大きいn ∈ Nに対しP{(Xn)∗∞ >

n} ≤ αが成立する.

Step.1

停止時刻 τnを
τn = inf{t ∈ R+ | (Mn)∗t > n3 or (Xn)∗t > n} (3.60)

と定義し, H̃n = n−31l[[0,τn]]H
n ∈ Hn−3 , X̃n = H̃n ·S = M̃n+ Ãn (標準分解)と置く.この

とき十分大きい n ∈ Nに対し

P{(M̃n)∗∞ ≥ 1} ≥ P{(Mn)∗∞ > n3かつ (Xn)∗∞ > n} ≥ 7α (3.61)

が成立する.また,仮定および補題 3.76より ∥(∆M̃n)∗∞∥L2(Ω,F ,P) ≤ 6n−3λ,したがって十
分大きい n ∈ Nに対し ∥(∆M̃n)∗∞∥L2 ≤ n−1となる.

Step.2

上のような十分大きい n ∈ Nに対し,停止時刻の列 (T ni )i∈Nを次で定義する;

T n0 = 0, (3.62)

T ni = inf{t ≥ T ni−1 | |M̃n
t − M̃n

Tni−1
| > n−1}, i ≥ 0 (3.63)

このとき ∀i = 1, 2, · · · , kn = [nα
4
]に対し

P
{
M̃n

Tni
− M̃n

Tni−1
≤ −α

n

}
≥ α2 (3.64)

が成立する.実際,各n, iに対し, fni = M̃n
Ti
−M̃n

Ti−1
, Γn = {T nkn <∞}, Bn

i = {(fni )− ≥ α
n
}

と置く. P(Bn
i ) ≥ α2を示せばよい. ∥fni ∥L2 ≤ n−1 + ∥(∆M̃n)∗∞∥L2 ≤ 2n−1に注意して,

Doobの不等式より ∥(1l]]Tni−1,T
n
i ]] · M̃n)∗∞∥L2 ≤ 2∥fni ∥L2 ≤ 4n−1となる.したがって

∥(M̃n)∗∞1l(Γn)c∥L2 =
∥∥∥((∑kn

i=1 1l]]Tni−1,T
n
i ]]

)
· M̃n

)∗
∞
1l(Γn)c

∥∥∥
L2

≤
∑kn

i=1 ∥(1l]]Tni−1,T
n
i ]] · M̃n)∗∞∥L2 ≤ 4knn

−1 ≤ α, (3.65)
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ゆえにChebyshevの不等式よりP{(M̃n)∗∞1l(Γn)c ≥ 1} ≤ α2が成立する.これとP{(M̃n)∗∞ ≥
1} ≥ 7αより

P(Γn) ≥ P{(M̃n)∗∞ ≥ 1} − P({(M̃n)∗∞ ≥ 1} ∩ (Γn)c) ≥ 7α− α2 ≥ 6α (3.66)

が従う.今,各 ∀i = 1, 2, · · · , knに対し {|fni | ≥ n−1} ⊃ Γnとなることに注意して, M̃nの
マルチンゲール性より

E[(fni )−] = E[(fni )+] =
1

2
E[|fni |] ≥

1

2n
P{|fni | ≥ n−1} ≥ 3α

n
(3.67)

となる. Cauchy-Schwarzの不等式より

∥(fni )−∥L2

√
P(Bn

i ) ≥ E[(fni )−1lBni ] = E[(fni )−]−E[(fni )−1l(Bni )c ] ≥
3α

n
− α

n
=

2α

n
(3.68)

となり, ∥(fni )−∥L2(Ω,F ,P) ≤ ∥fni ∥L2 ≤ 2n−1より P(Bn
i ) ≥ α2が成立する.

Step.3

十分大きい n ∈ Nおよび任意の停止時刻 σ, τ に対し, Chebyshevの不等式より

P{|X̃n
τ − X̃n

σ | ≥ α
2n
} ≤ 4n2

α2 ∥X̃n
τ − X̃n

σ∥2L2(Ω,F ,P)

≤ 4n2

α2 (2n
−3∥(Xn)∗∞∥L2(Ω,F ,P))

2 ≤ 16λ2

n4α2 ≤ α2

2
(3.69)

が成立する.これと X̃n = M̃n + Ãnに注意して, Step.2より,十分大きい n ∈ Nおよび
∀i = 1, 2, · · · , knに対し

P
{
ÃnTni − ÃnTni−1

≥ α

2n

}
≥ α2

2
(3.70)

が成立する.

Step.4

rn = dÃn

d|Ãn|
とし, Kn = 1l{rn=1}∩[[0,Tnkn ]]

, Y n = (KnH̃n) · Sと置く. rnおよびKnは可予

測過程であることに注意する.このとき X̃n = M̃n + Ãn ∈ Ssp (標準分解)かつKnが有
界であることより

Y n = Kn · X̃n = Kn · M̃n +Kn · Ãn ∈ Ssp (3.71)

となる.ここで最右辺は Y n ∈ Sspの標準分解となる.このときKn · Ãn − Ãnは増加過程
であることより,任意の停止時刻 σ ≤ τ に対し a.s.で

(Kn · Ãn)τ − (Kn · Ãn)σ = ((Kn · Ãn)τ − Ãnτ )− ((Kn · Ãn)σ− Ãnσ)+ (Ãnτ − Ãnσ) ≥ Ãnτ − Ãnσ
(3.72)

となる.ゆえに Step.3より,十分大きい n ∈ Nおよび ∀i = 1, 2, · · · , knに対し

P
{
(Kn · Ãn)Tni − (Kn · Ãn)Tni−1

≥ α

2n

}
≥ α2

2
(3.73)

が成立する.

Step.5

今,ある β > 0で, 十分大きい n ∈ Nに対し P{(Kn · Ãn)Tnkn ≥ β} ≥ βとなるものが存

在することを示す. ξni = (Kn · Ãn)Tni − (Kn · Ãn)Tni−1
と置くと, Kn · Ãnが増加過程であ
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ることより各 ξni は非負確率変数であり, (Kn · Ãn)Tnkn =
∑kn

i=1 ξ
n
i と書ける.また, Step.4

より,十分大きい n ∈ Nおよび ∀i = 1, 2, · · · , knに対し P{ξni ≥ α
2n
} ≥ α2

2
となる.した

がって, Cn
β = {(Kn · Ãn)Tnkn ≥ β}と置くと

β(1− P(Cn
β )) ≥ E[(Kn · Ãn)Tnkn1l(Cnβ )c ] =

∑kn
i=1 E[ξni 1l(Cnβ )c ]

≥
∑kn

i=1 E[ξni 1l{ξni ≥α/(2n)}∩(Cnβ )c ] ≥
α
2n

∑kn
i=1 P({ξni ≥ α

2n
} ∩ (Cn

β )
c)

≥ α
2n

∑kn
i=1(P{ξni ≥ α

2n
} − P(Cn

β )) ≥ knα
2n

(α
2

2
− P(Cn

β )) (3.74)

となる. kn = [nα
4
]に注意して, n ∈ Nに依らない定数 β > 0で P(Cn

β ) ≥ βとなるものが
取れる.

Step.6

Hn ∈ H1よりXn ≥ −1である.さらに [[0, τn[[においてXn ≤ nである.したがって,

[[0, τn]]において∆Xn ≥ −(n+ 1)となる.ゆえに

(∆Y n)− ≤ (∆X̃n)−1l[[0,τn]] ≤ (n+ 1)n−3 (3.75)

が成立する.また, Step.1より ∥(∆M̃n)∗∞∥L2 ≤ 6n−3λが成立する.したがって

∥M̃n
Tnkn

∥L2 ≤
kn∑
i=1

(∥M̃n
Tni − − M̃n

Tni−1
∥L2 + ∥∆M̃n

Tni
∥L2) ≤ (n−1 + 6n−3)kn ≤ 2n−1kn, (3.76)

ゆえに, Chebyshevの不等式およびDoobの不等式を用いて

P{(Kn · M̃n)∗∞ ≥ γn} ≤ γ−2
n ∥(Kn · M̃n)∗∞∥2L2 ≤ 4γ−2

n ∥(Kn · M̃n)∞∥2L2

≤ 4γ−2
n ∥M̃n

Tnkn
∥2L2 ≤ 16γ−2

n n−2kn (3.77)

となる. kn = [nα
4
]に注意して,上式は γn = o( 1√

n
)のとき 0に収束する. Y n ≥ Kn · M̃n

より,

P{((Y n)−)∗∞ ≥ γn} ≤ P{(Kn · M̃n)∗∞ ≥ γn}
n→∞−→ 0 (3.78)

となる.また, 十分大きい n ∈ Nに対し P{(Kn · M̃n)Tnkn ≤ −β
2
} ≤ β

2
となることおよび

Step.5より,十分大きい n ∈ Nに対し

P
{
Y n
∞ ≥ β

2

}
≥ P

{
(Kn · Ãn)Tnkn ≥ β and (Kn · M̃n)Tnkn ≥ −β

2

}
≥ β

2
(3.79)

が成立する.

Step.7

各 n ∈ Nに対し停止時刻 σn = inf{t ∈ N | (Y n
t )

− > γn}を考える.

Ln = ((n+ 1)n−3 + γn)
−11l[[0,σn]]K

nH̃n (3.80)

と置く.このとき Ln ∈ L(S)かつ Ln · S = ((n + 1)n−3 + γn)
−11l[[0,σn]] · Y nとなる. ゆえ

に Step.6 ((∆Y n)− ≤ (n+ 1)n−3)より Ln · S ≥ −1,すなわち Ln ∈ H1である.一方

P
{
Ln · S ≥ ((n+ 1)n−3 + γn)

−1 β
2

}
≥ P

{
Y n
∞ ≥ β

2
and σn = ∞

}
≥ P

{
Y n
∞ ≥ β

2

}
− P{((Y n)−)∗∞ ≥ γn} (3.81)

となるが, ((n+1)n−3+γn)
−1 n→∞−→ ∞, P{Y n

∞ ≥ β
2
} ≥ β

2
,およびP{((Y n)−)∗∞ ≥ γn}

n→∞−→ 0

より,戦略の列 (Ln)n∈Nの構成は仮定 (NUPBR)に矛盾する.
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τnc = inf{t ∈ R+ | (Mn)∗t > c}, Xn
c = 1l]]τnc ,∞[[ ·Xnと置く.

命題 3.78. (NUPBR)を仮定する.このとき任意の ϵ > 0に対し,ある c0 > 0が存在し,

任意の c ≥ c0および任意の convex comvination X̃ =
∑
λiX

i
cに対し P{M̃∗

∞ > ϵ} ≤ ϵが
成立する.ここで M̃ は X̃ ∈ Sspの標準分解で現れる局所マルチンゲールである.

証明. ある ϵ = α > 0に対し主張が成立しないと仮定して矛盾を導く. δ ∈ (0, α/4)を任
意に取り,固定する.命題 3.77より,ある c0 > 0が存在し,任意の c ≥ c0および n ∈ Nに
対し

P{τnc <∞} = P{(Mn)∗∞ > c} ≤ δ2 (3.82)

が成立する.今,背理法の仮定より,ある c ≥ c0および convex combination X̃ =
∑
λiX

i
c

が存在し, P{M̃∗
∞ > α} > αが成立する.すなわち ρ = inf{t ∈ R+ | (M̃)∗t > α}と置く

と P{ρ < ∞} > αとなる.また,対応する convex combinationを H̃ =
∑
λi1l]]τ ic ,∞[[H

iと
書くと, X̃ = H̃ · Sとなる.

F =
∑
λi1l]]τ ic ,∞[[とし,(可予測)停止時刻 θ = inf{t ∈ R+ | Ft > δ}を考える. F は左連

続であることより, Fθ ≤ δとなる.また, F は増加過程であることに注意して, Chebyshev

の不等式より

P{θ <∞} = P{F∞ > δ} ≤ δ−1
∑

λiP{τ ic <∞} ≤ δ < α/4 (3.83)

が成立する.

∥ supn∈N(Xn)∗∞∥L2 < ∞に注意して, N ≥ 2で P{supn∈N(Xn)∗∞ > N − 1} < α/4な
るものが取れる.このとき σ = inf{t ∈ R+ | supn∈N(X

n)∗t > N − 1}と置くと, P{σ <

∞} < α/4となる.さらに各 i ∈ Nに対しH i ∈ H1,すなわちX i ≥ −1となることより,

t ≤ θ ∧ σに対し

2δ sup
n∈N

(Xn)∗∞ ≥ 2Ft sup
n∈N

(Xn)∗∞ ≥
∑

λi1l{t>τ ic}(X
i
t −X i

τ ic
) ≥ −NFt ≥ −Nδ (3.84)

が成立する.
∑
λi1l{t>τ ic}(X

i
t−X i

τ ic
) = X̃t = (H̃ ·S)tに注意して, Kδ = (Nδ)−11l[[0,σ∧θ∧ρ]]H̃

と置くと, Kδ · S = (Nδ)−1X̃σ∧θ∧ρ ≥ −1,すなわち Kδ ∈ H1 となる.さらに ∥(Kδ ·
S)∗∞∥L2 ≤ ∥1 ∨ supn∈N(X

n)∗∞∥L2 < ∞が成立する.ここで右辺は δ に依らない定数で
あることに注意する.特にKδ · S ∈ Sspであり,標準分解はKδ · S = M δ + Aδ, M δ =

(Nδ)−11l[[0,σ∧θ∧ρ]] · M̃ , Aδ = (Nδ)−11l[[0,σ∧θ∧ρ]] · Ãとなる.ここで

P{(M δ)∗∞ ≥ α(Nδ)−1} ≥ P{ρ <∞, σ = ∞, θ = ∞} ≥ α/2 (3.85)

となるが, δ ↓ 0とすると命題 3.77に矛盾する.

命題 3.79. (NUPBR)を仮定する.このとき任意の δ > 0に対し,ある c0 > 0が存在し,

任意の c ≥ c0および任意の convex comvination X̃ =
∑
λiX

i
cに対しD∗

S [M̃ ] ≤ δが成立
する.

証明. ϵ > 0を任意に取り,固定する. c0 > 0を命題 3.78のものとする.すなわち,任意の
c ≥ c0および任意の convex comvination X̃ =

∑
λiX

i
cに対しP{M̃∗

∞ > ϵ} ≤ ϵとなる.し
たがって, ρ = inf{t ∈ R+ | M̃∗

t > ϵ}と置くと P{ρ < ∞} ≤ ϵが成立する.今,命題 3.77
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より supn∈N P{τnc < ∞} c→∞−→ 0となることに注意して, c ≥ c0が十分大きいとき,任意の
n ∈ Nに対し

∥(Xn
c )

∗
∞∥L2 ≤ 2∥(Xn)∗∞1l{τnc <∞}∥L2 ≤ ϵ/6 (3.86)

となる.ゆえに, c0 > 0を大きく取り直すことにより,任意の c ≥ c0および任意の convex

comvination X̃ =
∑
λiX

i
cに対し ∥X̃∗

∞∥L2(Ω,F ,P) ≤ ϵ/6となる.したがってこのとき補題
3.76より ∥(∆M̃)∗∞∥L2(Ω,F ,P) ≤ ϵが成立する. |H| ≤ 1なる可予測過程H を任意に取る.

M̃ρが二乗可積分マルチンゲールであることより

∥(H · M̃)ρ∥L2 = ∥(H2 · [M̃, M̃ ])ρ∥1/2L1 ≤ ∥[M̃, M̃ ]ρ∥1/2L1 = ∥M̃ρ∥L2 ≤ 2ϵ (3.87)

が成立する.これとChebyshevの不等式およびDoobの不等式より

P{(H · M̃)∗ρ ≥
√
ϵ} ≤ ϵ−1∥(H · M̃)∗ρ∥2L2 ≤ 4ϵ−1∥(H · M̃)ρ∥2L2 ≤ 16ϵ, (3.88)

したがって

P{(H · M̃)∗∞ ≥
√
ϵ} ≤ P{(H · M̃)∗ρ ≥

√
ϵ}+ P{ρ <∞} ≤ 17ϵ (3.89)

となる. Hは |H| ≤ 1なる任意の可予測過程だったので,主張が成立する.

次の補題は一般のHilbert空間において成立する.

補題 3.80. (i) Hilbert空間H の任意の有界列 (fn)n∈N ⊂ H に対し, forward convex

combination gn ∈ conv(fn, fn+1, · · · ), n ∈ Nで収束列となるものが存在する.

(ii) Hilbert空間Hの二重列 (fnk )n,k∈Nで,各 k ∈ Nに対し supn∈N ∥fnk ∥H <∞となるも
のを考える.このときある convex weight Λn = (λnj )j≤Nn , n ∈ Nが存在し,各 k ∈ N
に対し

gnk =
Nn∑
j=0

λnj f
n+j
k , n ∈ N (3.90)

が (n ∈ Nの列として)収束列となる.

証明. (i) 各n ∈ Nに対しKn = conv∥·∥H (fn, fn+1, · · · )と置く. Knはconv(fn, fn+1, · · · )
の弱位相による閉包と一致し,ノルム有界性より弱コンパクトとなる.ゆえに, K1 ⊃
K2 ⊃ · · · であることに注意して,あるg ∈

∩
n∈NK

nが存在する.したがって各n ∈ N
に対し ∥gn − g∥H ≤ 1/nなる gn ∈ conv(fn, fn+1, · · · )が存在する.この (gn)n∈Nは
求める収束列である.

(ii)

K =

{
F = (fk) | fk ∈ H, k ∈ N,

∞∑
k=1

∥fk∥H <∞

}
(3.91)

と置くと, Kはノルム ∥F∥K =
∑∞

k=1 ∥fk∥HによりHilbert空間となる.今,各 k ∈ N
に対しCk = supn∈N ∥fnk ∥H∞とし, Kの列 (F n)n∈NをF n = ( 1

2kCk
fnk )k∈N, n ∈ Nに

より定義する.このとき明らかに (F n)n∈NはKの有界列,したがって前半の議論よ
りある convex weight Λn = (λnj )j≤Nnが存在し,

Gn =
Nn∑
j=0

λnjF
n+j = (gnk )k∈N =

(
Nn∑
j=0

λnj f
n+j
k

)
k∈N

, n ∈ N (3.92)
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がKの収束列となる.特に各 k ∈ Nに対し (gnk )n∈NはHの収束列となる.

命題 3.81. (NUPBR)を仮定する.このとき (Xn)n∈N の forward convex combination

X̃n ∈ conv(Xn, Xn+1, · · · )で, (M̃n)n∈Nが強 Émery位相でCauchy列となるものが存在
する.ここで M̃nは X̃n ∈ Sspの標準分解によるマルチンゲール項である.

証明. 命題 3.79より,各 k ∈ Nについて,任意の convex combination X̃ =
∑
λiX

i
ck
に

対し ∥M̃∥S ≤ k−1が成立するような ck > 0が存在する.今, fnk = 1l[[0,τnck ]] ·M
nと置く.

∥(1l[[0,τnck ]] ·M
n)∞∥ ≤ ck + 6λ < ∞より,各 k ∈ Nに対し (fnk )n∈NはH2 (二乗可積分マル

チンゲールのHilbert空間)の有界列とみなせる.したがって補題 3.80より,ある convex

weight Λn = (λnj )j≤Nnで,全ての k ∈ Nに対し,

Nn
k =

Nn∑
j=0

λnj 1l[[0,τn+jck
]] ·M

n+j (3.93)

で定義される列 (Nn
k )n∈N が H2 の収束列となるものが存在する.特に各 (Nn

k )n∈N は強
Émery位相でCauchy列となる.今, ck > 0の取り方より,対応する convex combination

M̃n
k =

∑Nn
j=0 λ

n
j 1l[[τnck ,∞[[ ·Mn+j について,任意の n, k ∈ Nに対し ∥M̃n

k ∥S ≤ k−1が成立
する.

今,

X̃n =
Nn∑
j=0

λnjX
n+j, n ∈ N ∈ conv(Xn, Xn+1, · · · ) (3.94)

とし,標準分解 X̃n = M̃n + Ãnを考える.このとき任意の k ∈ Nに対し M̃n = Nn
k + M̃n

k ,

ゆえに

D∗
S [M̃

n− M̃m] ≤ D∗
S [N

n
k −Nm

k ]+D∗
S [M̃

n
k ]+D∗

S [M̃
n
k ] ≤ D∗

S [N
n
k −Nm

k ]+2k−1 n,m→∞−→ 2k−1

(3.95)

となる.したがって
D∗

S [M̃
n − M̃m]

n,m→∞−→ 0, (3.96)

すなわち (M̃n)n∈Nは強 Émery位相でCauchy列となる.

これまでの議論で, (NUPBR)の仮定の下,

• Xn = Hn · S, n ∈ N;

• ∥ supn∈N(Xn)∗∞∥L2(Ω,F ,P) <∞;

• fn = Xn
∞

n→∞−→ f0 ∈ Dmax
h a.s.

となるような投資戦略の列 (Hn)n∈N ⊂ H1 に対し,ある forward convex combination

H̃n ∈ conv(Hn, Hn+1, · · · ) ⊂ H1, n ∈ Nで,対応する X̃n = M̃n + Ãn ∈ Ssp, n ∈ Nの
局所マルチンゲール項の列 (M̃n)n∈Nが強 Émery位相で Cauchy列となるものが存在す
ることが示せた.このとき (Ãn)n∈Nも強 Émery位相でCauchy列となることが示せれば,

(X̃n)n∈Nも強 Émery位相で Cauchy列となり,前半の注意より示すべき主張の証明が完
了する.

今,明らかに X̃n
∞

n→∞−→ f0 a.s.が成立することに注意する.
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命題 3.82. S を d次元マーケット, h ∈ L0(Ω,F ,P)とする. Dmax
h ̸= ϕと仮定する.列

(Hn)n∈N ⊂ H1が次の 3条件を満たすとする;

(i) 各 n ∈ Nに対しXn = Hn · S ∈ Ssp, 標準分解をXn =Mn + Anとする;

(ii) Xn
∞

n→∞−→ ∃f0 ∈ Dmax
h a.s.;

(iii) (Mn)n∈Nが強 Émery位相でCauchy列である.

このとき (An)n∈Nは強 Émery位相でCauchy列となる.

証明. Var(An − Am)∞
P−→

n,m→∞
0を示せば,補題 3.27より (An)n∈N が強 Émery位相で

Cauchy列となる.そこで, Var(An−Am)∞が n,m→ ∞で 0に確率収束しないと仮定し,

矛盾を導く (すなわち命題の主張より強い収束を示す).

このときある ik, jk ↑ ∞および γ > 0が存在し,全ての k ∈ Nに対し

P{Var(Aik + Ajk)∞ ≥ 2γ} ≥ 2γ (3.97)

が成立する.各k ∈ Nを固定する.ある可予測増加過程Bkおよび可予測過程 rk ∈ Lvar(B
k)

が存在し, Aik − Ajk = rk · Bkと書ける. Γk = {rk ≥ 0}と置く.このとき Γkは可予測で
あり, Var(Aik −Ajk) = (rk1lΓk) ·Bk − (rk1lΓck) ·B

kが成立する.必要なら添え字を入れ替
えることにより,

P{((rk1lΓk) ·Bk)∞ ≥ γ} ≥ γ (3.98)

と仮定して良い.

今,各 k ∈ Nに対しH
k
= 1lΓkH

ik + 1lΓckH
jk とし,

X
k
= H

k · S = 1lΓk ·X ik + 1lΓck ·X
jk (3.99)

M
k
= 1lΓk ·M ik + 1lΓck ·M

jk (3.100)

と置く.このとき,仮定 (iii)より

M
k −M ik = 1lΓck · (M

jk −M ik)
S∗
−→
k→∞

0, (3.101)

M
k −M jk = 1lΓk · (M ik −M jk)

S∗
−→
k→∞

0 (3.102)

となる.特にM
k −M ik ∨M jk

up−→
k→∞

0が成立する.ゆえに, αk ↓ 0なる正数列 (αk)k∈Nが

存在し,

P{(Mk −M ik ∨M jk)∗∞ ≥ αk}
k→∞−→ 0 (3.103)

となる.そこで,各 k ∈ Nに対し停止時刻

σk = inf{t ∈ R+ | Mk

t < M ik
t ∨M jk

t − αk} (3.104)

を考えると, P{σk <∞} k→∞−→ 0が成立する.
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各k ∈ Nに対し, Lk = 1
1+αk

1l[[0,σk]]H
k
と置く.このときLk ∈ H1となる.実際, Xn ≥ −1,

∀n ∈ Nに注意して, t ∈ [0, σk)のとき

(1 + αk)(L
k · S)t = (1lΓk ·X ik)t + (1lΓck ·X

jk)t

= M
k

t + (1lΓk · Aik)t + (1lΓck · A
jk)t

≥ M ik
t ∨M jk

t − αk + Aik ∧ Ajk

≥ (M ik
t + Aikt ) ∧ (M jk

t + Ajkt )− αk

= X ik
t ∨Xjk

t − αk

≥ 1lΓkX
ik
t + 1lΓckX

jk
t − αk

≥ −(1 + αk) (3.105)

となり,かつ
(1 + αk)∆(Lk · S)σk = 1lΓk∆X

ik
σk

+ 1lΓck∆X
jk
σk
, (3.106)

すなわち
(1 + αk)(L

K · S)σk ≥ 1lΓkX
ik
σk

+ 1lΓckX
jk − αk ≥ −(1 + αk) (3.107)

となる.さらに,

(Lk · S)∞ =
1

1 + αk
Xjk
σk

+
1

1 + αk
(1l[[0,σk]]∩Γk · (M

ik −M jk))∞ + ξk (3.108)

が成立する.ただし ξk =
1

a+αk
(1l[[0,σk]]∩Γk · (Aik −Ajk))∞ = 1

1+αk
((rk1lΓk) ·Bk)σkである.仮

定 (ii)および P{σk <∞} k→∞−→ 0より,

Xjk
σk

P−→
k→∞

f0 (3.109)

が成立する.また,仮定 (iii)および補題 3.26より

1l[[0,σk]]∩Γk · (M
ik −M jk)

up−→
k→∞

0 (3.110)

が成立する. αk ↓ 0に注意して,部分列を考えることにより式 (3.108)の右辺第一,第二
項は k → ∞で a.s.で 0に収束するとしてよい.さらに,各 ξkは非負確率変数であり,十
分大きい k ∈ Nに対し

P
{
ξk ≥

γ

2

}
≥ P{((rk1lΓk) ·Bk)σk ≥ γ}

≥ P{((rk1lΓk) ·Bk)∞ ≥ γ} − P{σk <∞}
≥ γ

2
> 0 (3.111)

が成立する.したがって,補題 3.55より, (ξk)k∈N の forward convex combination ξ̃k ∈
conv(ξk, ξk+1, · · · ), k ∈ Nで,ある η ∈ L0

+(Ω,F ,P) \ {0}に a.s.で収束するものが存在
する.したがって,対応する (Lk)k∈Nの forward convex combinationを (L̃k)k∈Nと書くと,

(L̃k)k∈N ⊂ H1かつ

(L̃k · S)∞
k→∞−→ f0 + η ≥ h a.s. (3.112)

となる.したがって f0+ η ∈ Dhとなるが, P{η > 0} > 0より, f0 ∈ Dmax
h であることに矛

盾する.したがって, Var(An − Am)∞
P−→

n,m→∞
0,特に (An)n∈Nは強 Émery位相で Cauchy

列となる.
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第 II部

Large financial market

第 I部で議論したマーケットは有限個の証券を仮定した有限次元モデルであった.第 II

部では, (可算)無限個の証券を仮定したマーケットモデルを考える.証券数が非可算無限
個であるという設定は金利市場や商品先物市場のモデル化で現れる.これらのマーケッ
トでは,投資家はボンド (満期に現金や商品を授受する契約)を取引することによって投
資を行う.各満期のボンドの現在価格は様々な経済的要因によりランダムに変動すると
考えられる.また,可算無限個の証券を仮定するモデルは,保険数学とのつながりの上か
らも興味深い話題である.そこで無限次元マーケットモデル (large financial market)に
より無限個の証券の変動をモデル化する方法が一般的である.

4 確率空間の列としてのLarge financial market model

この節では, [18], [19], [22], [23]を参考に,異なる確率空間おいて定義された有限次元
マーケットの列としての large financial marketを考える.

各 n ∈ Nに対し, Bn = (Ωn,Fn,Fn,Pn)を通常の条件を満たすフィルトレーショ
ン Fn = (Fn

t )t∈N 付きの確率空間とする.また Sn = (Snt )t∈R+ を Bn の上に定義された
d(n)次元セミマルチンゲールとする.ただし, d(n) ∈ Nとする. 列 (Bn, Sn)n∈Nを large

financial marketと呼び,各 (Bn, Sn) (有限次元マーケット)を small marketと呼ぶ.

Notation

• 各 n ∈ Nおよび p ≥ 1に対し, Lp(Ωn,Fn,Pn)のノルムを ∥ · ∥n,pと書く.

• Bn上の d(n)次元可予測過程Hnで Sn-可積分であるものを small market (Bn, Sn)

における投資戦略と呼ぶ.

• Hnを small market (Bn, Sn)における投資戦略とし, a > 0とする. Hn · Sn ≥ −a
かつ (Hn ·Sn)∞

def
= limt→∞(Hn ·Sn)tがPn-a.s.で存在するとき, Hnは a-admissible

であるという. (Bn, Sn)における a-admissibleな投資戦略全体の集合をHnと書く.

また, Hn def
=
∪
a>0Hn

a と定義し, Hnの元を単に admissibleであるという.

• L0(Ωn,Fn,Pn)の凸錐Kn
a (a > 0)を

Kn
a

def
= {(Hn · Sn)∞ | Hn ∈ Hn

a} (4.1)

とし, Kn def
=
∪
a>0Kn

a と定義する.また L∞(Ωn,Fn,Pn)の凸錐 Cnを

Cn def
= (Kn − L0

+(Ω
n,Fn,Pn)) ∩ L∞(Ωn,Fn,Pn) (4.2)

と定義する.
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• small market (Bn, Sn)における分離測度の集合を

Mn
s

def
= {Qn ≪ Pn | EQn [f ] ≤ 0, ∀f ∈ Cn}, (4.3)

同値分離測度の集合を

Me,n
s

def
= {Qn ∼ Pn | Qn ∈ Ms(S

n,Pn)} (4.4)

と定義する. Me,n
s ̸= ϕであるとき, small market (Bn, Sn)は (ESM)を満たすと

いう.

• small market (Bn, Sn)が

(i) (NA)を満たす def⇐⇒ Cn ∩ L∞
+ (Ωn,Fn,Pn) = {0};

(ii) (NFL)を満たす def⇐⇒ Cn∗ ∩ L∞
+ (Ωn,Fn,Pn) = {0}

( Cn∗は Cnの L∞(Ωn,Fn,Pn)におけるweak∗-closureを表す);

(iii) (NFLV R)を満たす def⇐⇒ Cn ∩ L∞
+ (Ωn,Fn,Pn) = {0}

( Cnは Cnの L∞(Ωn,Fn,Pn)における norm-closureを表す);

(iv) (NUPBR)を満たす def⇐⇒ Kn
1 が L0(Ωn,Fn,Pn)-有界.

• 全ての small market (Bn, Sn)が (NA) (resp. (NFLV R))を満たすとき, large

financial market (Bn, Sn)n∈Nは (NA)small (resp. (NFLV R)small)を満たすという.

この設定の下,第 I部で示したことより次がわかる;

命題 4.1. small market (Bn, Sn)に対し,

(NFLV R) ⇔ (NA) + (NUPBR) (4.5)

が成立する.

命題 4.2. small market (Bn, Sn)が (NFLV R)を満たすとき, CnはL∞(Ωn,Fn,Pn)にお
いてweak∗-closedである.したがってKreps-Yanの定理より

(NFLV R) ⇔ (NFL) ⇔ (ESM) (4.6)

が成立する.

Large financial marketの枠組みにおいて無裁定理論を展開する.後に近似的な無裁定
型条件 (NAA1), (NAA2),および (NAFL)を定義する.有限次元同様にこれらの条件を
同値分離測度の列に関する条件として特徴づけたい.そこでまず,(異なる可測空間上の)

確率測度の列について,「一様な」絶対連続性に相当する概念を定義する.

定義 4.3. 各 n ∈ Nに対し,可測空間 (Ωn,Fn)上の二つの確率測度 Pn, Qn を考える.

Pn(An) n→∞−→ 0なる任意の An ∈ Fn, n ∈ Nに対し Qn(An)
n→∞−→ 0となるとき,列

(Qn)n∈N は列 (Pn)n∈N に関して contiguousであるといい, (Qn)n∈N ◁ (Pn)n∈N と表す.

また (Qn)n∈N ◁ (Pn)n∈N かつ (Pn)n∈N ◁ (Qn)n∈N が成立するとき, (Pn)n∈N, (Qn)n∈N は
bicontiguousであるといい, (Pn)n∈N ◁▷(Qn)n∈Nと表す.
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contiguityは次の意味で確率測度の一様絶対連続性を表す.

補題 4.4. 各 n ∈ Nに対し,可測空間 (Ωn,Fn)上の二つの確率測度 Pn, Qnを考える.任
意の n ∈ Nに対しQn ≪ Pnと仮定する.このとき次は同値;

(i) (Qn)n∈N ◁ (Pn)n∈N;

(ii) 任意の ϵ > 0に対しある δ > 0が存在し,任意の n ∈ Nおよび Pn(An) < δなる
An ∈ Fnに対しQn(An) < ϵが成立する.

(iii) (dQ
n

dPn |P
n)n∈Nは一様可積分である.すなわち

lim
M→∞

sup
n∈N

EPn

[
dQn

dPn
1l{ dQndPn >M}

]
= 0 (4.7)

が成立する.

証明. (i) ⇒ (ii)

(Qn)n∈N ◁ (Pn)n∈Nを仮定する. (ii)が成立しないと仮定して矛盾を導く.このときあ
る ϵ > 0が存在し, δk ↓ 0なる δk > 0, k ∈ Nについて,

∀k ∈ N, ∃nk ∈ N, ∃Ank ∈ Fnk s.t. Pnk(Ank) < δk かつ Qnk(Ank) ≥ ϵ (4.8)

が成立する.

• (nk)k∈Nが有界のとき;

{nk | k ∈ N} = {ml | l = 1, · · · , N}と置く.各 l = 1, · · · , N に対し,Ql は Pl に関し
絶対連続であることより,ある γl > 0が存在し, Pl(Bl) < γlなる任意の Bl ∈ F lに対
し Ql(Bl) < ϵが成立する.そこで γ = minl=1,··· ,N γl > 0と置くと, (4.8)より, δk ≤ γ

なる k ∈ Nに対し Pnk(Ank) < δk ≤ γかつQnk(Ank) ≥ ϵが成立する.したがってある
l = 1, · · · , N が存在し Pl(Al) < γ ≤ γlかつQl(Al) ≥ ϵとなる.これは γlの取り方に矛盾
する.

• (nk)k∈Nが非有界のとき;

部分列を取ることにより limk→∞ nk = ∞としてよい. (4.8)より limk→∞ Pnk(Ank) = 0

かつQnk(Ank) ≥ ϵ > 0, ∀k ∈ Nとなるが,これは仮定 (Qn)n∈N ◁ (Pn)n∈Nに矛盾する.

(ii) ⇒ (iii)

ϵ > 0を任意に取る.仮定 (ii)より,ある δ > 0が存在し,任意のn ∈ NおよびPn(An) < δ

なるAn ∈ Fnに対しQn(An) < ϵが成立する.今, Chebyshevの不等式より,任意のn ∈ N
に対し

Pn
{
dQn

dPn
> M

}
≤ 1

M
EPn

[
dQn

dPn

]
=

1

M
(4.9)

が成立する.すなわち任意のM > 1
δ
に対し supn∈N Pn

{
dQn
dPn > M

}
< δ,したがって

sup
n∈N

EPn

[
dQn

dPn
1l{ dQndPn >M}

]
= sup

n∈N
Qn

{
dQn

dPn
> M

}
< ϵ (4.10)
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となる. ϵ > 0は任意だったので, limM→∞ supn∈N EPn
[
dQn
dPn 1l{ dQndPn >M}

]
= 0が成立する.

(iii) ⇒ (i)

Pn(An) n→∞−→ 0なる An ∈ Fn, n ∈ Nを任意に取る.このとき任意の n ∈ Nおよび
M > 0に対し

Qn(An) = EPn

[
dQn

dPn
1lAn

]
≤ EPn

[
dQn

dPn
1l{ dQndPn >M}

]
+ EPn

[
dQn

dPn
1lAn∩{ dQndPn ≤M}

]
≤ sup

n∈N
EPn

[
dQn

dPn
1l{ dQndPn >M}

]
+MPn(An) (4.11)

が成立する.仮定 (iii)より最右辺第一項はM > 0を大きくすることで任意に小さくでき
ることに注意して, Qn(An)

n→∞−→ 0となる.したがって (Qn)n∈N◁ (Pn)n∈Nが成立する.

4.1 No Asymptotic Arbitrage

Large financial market (Bn, Sn)n∈Nにおいて, 2種類の近似型の裁定機会を考える.

定義 4.5. 許容的な投資戦略の列Hn ∈ Hn, n ∈ Nを考える.

(i) (Hn)n∈Nが次の 2条件を満たすとき, asymptotic arbitrage of the first kind

(AA1)であるという;

• ϵn ↓ 0なる正数列 (ϵn)n∈Nが存在し,各 n ∈ Nに対しHn ∈ Hn
ϵnが成立する;

• cn ↑ ∞なる正数列 (cn)n∈Nが存在し, lim supn→∞ Pn{(Hn ·Sn)∞ ≥ cn} > 0が
成立する.

(ii) (Hn)n∈Nが次の 2条件を満たすとき, asymptotic arbitrage of the second kind

(AA2)であるという;

• 各 n ∈ Nに対し, Hn ∈ Hn
1 が成立する;

• ある c > 0が存在し, lim supn→∞ Pn{(Hn · Sn)∞ ≥ c} = 1が成立する.

(AA1) (resp. (AA2))が存在しないとき, large financial market (Bn, Sn)n∈Nは (NAA1)

(resp. (NAA2))を満たすという.

注意 . (AA1)および (AA2)は次のように解釈することができる;

• (AA1)

任意に小さいリスク (Hn ∈ Hn
ϵn , ϵn ↓ 0)で,無限に大きい利益 (cn ↑ ∞)を正の確率

で得られる (lim supn→∞ Pn{(Hn · Sn)∞ ≥ cn} > 0)ような機会.

• (AA2)

一様なリスク (Hn ∈ Hn
1 )で,ある正の富 (c > 0)を任意に 1に近い確率で得られる

(lim supn→∞ Pn{(Hn · Sn)∞ ≥ cn} > 0)ような機会.
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Large financial marketが (NFLV R)smallを満たすと仮定したとき, asymptotic arbi-

trageは同値分離測度の列と (Pn)n∈Nについての contiguityにより特徴付けられる.

定理 4.6 (Klein-Schachermayer, 1997). Large financial market (Bn, Sn)n∈Nが (NFLV R)small

を満たすと仮定する.このとき次は同値;

(i) (Bn, Sn)n∈Nが (NAA1)を満たす;

(ii) ある同値分離測度の列Qn ∈ Me,n
s , n ∈ Nが存在し, (Pn)n∈N◁ (Qn)n∈Nが成立する.

定理 4.7 (Klein-Schachermayer, 1997). Large financial market (Bn, Sn)n∈Nが (NFLV R)small

を満たすと仮定する.このとき次は同値;

(i) (Bn, Sn)n∈Nが (NAA2)を満たす;

(ii) 任意の ϵ > 0に対し,ある δ > 0および同値分離測度の列Qn ∈ Me,n
s , n ∈ Nが存在

し, Pn(An) < δなる任意のAn ∈ Fn, n ∈ Nに対しQn(An) < ϵが成立する.

注意 . 定理 4.7についての主張は

∃(Qn)n∈N with Qn ∈ Me,n
s , ∀n ∈ N s.t. ∀ϵ > 0, ∃δ > 0, · · · (4.1)

( ⇔ (Qn)n∈N ◁ (Pn)n∈N )とは異なることに注意する.実際,次の反例が存在する;

例 4.8. ∃(Ωn,Fn,Pn), Fn = (Fn
0 ,Fn

1 ), Rn-値適合過程 Sn = (Sn0 , S
n
1 ), n ∈ N s.t.

(i) (NAA2) 成立;

(ii) 任意の列Qn ∈ Me,n
s , n ∈ Nに対し (Qn)n∈NZZ◁(Pn)n∈Nとなる.

注意 . もし各 small market (Bn, Sn)において同値分離測度Qnが一意的に存在すれば,

(NAA2) ⇐⇒ (Qn)n∈N ◁ (Pn)n∈N (4.2)

が成立する.

4.1.1 定理 4.6の証明

(ii) ⇒ (i)

仮定 (ii)より,ある同値分離測度の列Qn ∈ Me,n
s , n ∈ Nで (Pn)n∈N ◁ (Qn)n∈Nとなる

ものが存在する. (AA1) (Hn)n∈Nが存在したと仮定して矛盾を導く;

• ϵn ↓ 0なる正数列 (ϵn)n∈Nが存在し,各 n ∈ Nに対しHn ∈ Hn
ϵnが成立する;

• cn ↑ ∞なる正数列 (cn)n∈Nが存在し, lim supn→∞ Pn{(Hn · Sn)∞ ≥ cn} > 0が成立
する.
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各 n ∈ Nに対しQn ∈ Me,n
s より EQn [(H

n · Sn)∞] ≤ 0が成立する.これとHn ∈ Hn
ϵn に

注意して
EQn [(H

n · Sn)+∞] ≤ EQn [(H
n · Sn)−∞] ≤ ϵn, (4.3)

ゆえに EQn [|(Hn · Sn)∞|] ≤ 2ϵnが成立する.したがって, Chebyshevの不等式より

Qn{(Hn · Sn)∞ ≥ cn} ≤ 1

cn
QQn [|(Hn · Sn)∞|] ≤ ϵn

cn

n→∞−→ 0 (4.4)

が成立する.しかし
lim sup
n→∞

Pn{(Hn · Sn)∞ ≥ cn} > 0 (4.5)

より, (Qn)n∈N ◁ (Pn)n∈Nに矛盾する.

(i) ⇒ (ii)

各 n ∈ Nについて汎弱位相を入れたL∞(Ωn,Fn,Pn)におけるHahn-Banachの分離定
理を用いることで, (ii)の列 (Qn)n∈Nを構成する. 各M ∈ R+に対し

Dn
M

def
= {hn ∈ L∞

+ (Ωn,Fn,Pn) | EPn [h
n] = 1 かつ ∥hn∥n,∞ ≤M} (4.6)

と置く. Alaogluの定理より各Dn
M はL∞(Ωn,Fn,Pn)のweak∗-位相でコンパクトな凸集

合である.次の補題はHahn-Banachの分離定理を用いる根拠となる.ただしこの補題に
おいては仮定 (NFLV R)smallは不要であることに注意する.

補題 4.9. Large financial market (Bn, Sn)n∈Nが (NA)smallおよび (NAA1)を満たすと
仮定する.このとき任意のM ≥ 1に対しある γM > 0が存在し,全ての n ∈ Nに対し

dist∥·∥n,∞(Cn, Dn
M) ≥ 2γM (4.7)

が成立する.

証明. 主張を否定し矛盾を導く ((AA1)を構成する).このときあるM0 ≥ 1および列
(nk)k∈Nが存在し,各 k ∈ Nに対し

dist∥·∥nk,∞(Cnk , Dnk
M0

) <
1

4k2
(4.8)

が成立する.したがって各 k ∈ Nに対しあるHnk ∈ Hnk , fnk ∈ L0
+(Ω

n,Fn,Pn), hnk ∈
Dnk
M0
が存在し, ∥(Hnk · Snk)∞ − fnk − hnk∥nk,∞ < 1

4k2
,すなわち Pnk-a.s.で

− 1

4k2
+ fnk + hnk < (Hnk · Snk)∞ <

1

4k2
+ fnk + hnk (4.9)

が成立する. fnk , hnk ≥ 0 Pnk-a.s.より,特に

(Hnk · Snk)∞ ≥ − 1

4k2
Pnk-a.s. (4.10)

となる.一方 hnk ∈ Dnk
M0
より

1 = EPnk [h
nk ] = EPnk [h

nk1l{hnk≥1/2}] + EPnk [h
nk1l{hnk<1/2}]

≤ M0Pnk
{
hnk ≥ 1

2

}
+

1

2
(4.11)
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が成立する.したがって Pnk{hnk ≥ 1
2
} ≥ 1

2M0
,ゆえに Pnk{(Hnk · Snk)∞ ≥ 1

4
} ≥ 1

2M0
と

なる.

今,各 k ∈ Nに対し H̃nk = 4kHnk と置くと, H̃nk ∈ Hnk かつ (H̃nk · Snk)∞ ≥ − 1
k
とな

る.仮定 (NA)smallより各 small market (Bnk , Snk)は (NA)を満たすから,補題 3.57より
H̃nk ∈ Hnk

1/kとなる.さらに

Pnk{(H̃nk · Snk)∞ ≥ k} ≥ 1

2M0

(4.12)

が成立する.したがって (H̃nk)k∈Nは (AA1)をなし,仮定 (NAA1)に矛盾する.

(i) ⇒ (ii)を示す. Large financial market (Bn, Sn)n∈Nが (NFLV R)smallおよび (NAA1)

を満たすと仮定する. M ≥ 1を任意に取り固定する.各 n ∈ Nに対し, small market

(Bn, Sn) は (NFLV R) を満たすので, 命題 4.2 より各 Cn は L∞(Ωn,Fn,Pn) の weak∗-

closedな凸錐である.また Dn
M は L∞(Ωn,Fn,Pn)の weak∗-compactな凸集合であるか

ら,補題 4.9に注意して, Hahn-Banachの分離定理 (閉凸とコンパクト凸の強分離)より,

∥gn,M∥n,p = 1なる gn,M ∈ L1(Ωn,Fn,Pn)で

sup
fn∈Cn

EPn [g
n,Mfn] ≤ inf

hn∈Dn,M
EPn [g

n,Mhn]− γM (4.13)

となるものが存在する. Cnが錐であることより, (左辺) = 0となる.また−L∞
+ (Ωn,Fn,Pn) ⊂

Cnより gn,M ≥ 0 Pn-a.s.となる.さらに任意の fn ∈ Cnに対しEPn [g
n,Mfn] ≤ 0が成立す

る.したがって, gn,M は (Pnに関する Radon-Nikodym densityとみなすことで) Mn
s の

元となる (同値測度とは限らないことに注意).さらに,次が成立する;

Pn{gn,M < γM} < 1

M
, ∀n ∈ N. (4.14)

実際,もし pn = Pn{gn,M < γM} ≥ 1
M
とすると, hn = 1

pn
1l{gn,M<γM} ∈ Dn

M となる.このと
き EPn [g

n,Mhn] ≥ γM が成立することに注意して,

γM ≤ EPn [g
n,Mhn] =

1

pn
EPn [g

n,M1l{gn,M<γM}] < γM (4.15)

となり,矛盾が生じる.

今,各 n ∈ NおよびM ∈ Nに対し, gn,M ∈ Mn
s , γM > 0を上で構成したものとする.

各 n ∈ Nに対し

Gn =
∞∑

M=1

2−Mgn,M (4.16)

と置く.右辺は L1(Ωn,Fn,Pn)-ノルムで収束する. EPn [G
n] = 1に注意して,確率測度

Qn ≪ Pnを dQn
dPn = Gnにより定義する.明らかにMn

s は L1(Ωn,Fn,Pn)-ノルムで閉凸
であることより, Qn ∈ Mn

s となる.さらに {Gn = 0} ⊂
∩∞
M=1{gn,M < γM}および

limM→∞ Pn{gn,M < γM} = 0より, Gn > 0 Pn-a.s.,したがってQn ∈ Me,n
s となる.

上で構成した (Qn)n∈Nに対し (Pn)n∈N ◁ (Qn)n∈Nが成立することを示す.補題 4.4より,

任意の ϵ > 0に対しある δ > 0が存在し, Qn(An) < δなる任意のAn ∈ Fn, n ∈ Nに対し
Pn(An) < ϵとなることを示せばよい. ϵ > 0を任意に取り固定する.M−1 < ϵ

2
なるM ∈ N
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および 0 < δ < 2−MγM
ϵ
2
を取る.このときQn(An) < δなる任意の An ∈ Fn, n ∈ Nに

対し
Pn(An) = Pn(An ∩ {gn,M < γM}) + Pn(An ∩ {gn,M ≥ γM}), (4.17)

(右辺第一項) ≤ Pn{gn,M < γM} < M−1 <
ϵ

2
, (4.18)

(右辺第二項) ≤ Pn(An ∩ {Gn ≥ 2−MγM})

= EQn

[
1

Gn
1lAn∩{Gn≥2−MγM}

]
≤ 2Mγ−1

M Qn(An)

< 2Mγ−1
M δ

<
ϵ

2
, (4.19)

したがって Pn(An) < ϵとなる.ゆえに (Pn)n∈N ◁ (Qn)n∈Nが成立する.

4.1.2 定理 4.7の証明

(ii) ⇒ (i)

(AA2)が存在したと仮定して矛盾を導く;

• 各 n ∈ Nに対し, Hn ∈ Hn
1 が成立する;

• ある c > 0が存在し, lim supn→∞ Pn{(Hn · Sn)∞ ≥ c} = 1が成立する.

今, ϵ > 0を十分小さく取り, −ϵ + c(1 − ϵ) > 0とする.仮定 (ii)より,ある列 Qn =

Qn(ϵ) ∈ Me,n
s , n ∈ Nおよび δ = δ(ϵ) > 0が存在し, Pn(An) < δなる任意の An ∈ Fn,

n ∈ Nに対し, Qn(An) < ϵが成立する.この δ > 0に対し,十分大きい n ∈ Nについて
Pn{(Hn · Sn)∞ < c} < δ,したがってQn{(Hn · Sn)∞ < c} < ϵが成立する.しかしこの
とき

EQn [(H
n ·Sn)∞] = EQn [(H

n ·Sn)∞1l{(Hn·Sn)∞<c}]+EQn [(H
n ·Sn)∞1l{(Hn·Sn)∞≥c}], (4.20)

(右辺第一項) ≥ −Pn{(Hn · Sn)∞ < c} ≥ −ϵ, (4.21)

(右辺第二項) ≥ cPn{(Hn · Sn)∞ ≥ c} ≥ c(1− ϵ), (4.22)

すなわち EQn [(H
n · Sn)∞] ≥ −ϵ + c(1 − ϵ) > 0となり, Qn ∈ Me,n

s であることに矛盾
する.

(i) ⇒ (ii)

(ii)が成立しないと仮定し矛盾を導く ((AA2)を構成する).このときある 0 < ϵ < 1が
存在し,任意の δ > 0に対しある n = n(δ) ∈ Nが存在し,任意のQn ∈ Me,n

s に対し

Pn(An) < δ かつ Qn(An) ≥ ϵ (4.23)
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となる An = An(δ)(δ,Qn(δ)) ∈ Fn が取れる.この 0 < ϵ < 1を固定し, δk ↓ 0に対応
する nk = nk(δ) ∈ Nを取る.このとき (nk)k∈Nは非有界である.実際, (nk)k∈Nが有界で
あると仮定すると, Λ = {k ∈ N | nk = m}が無限集合となるm ∈ Nが存在する.こ
のとき任意に取った Qm ∈ Me,m

s に対しある列 Am,k = Am,k(δk,Qm) ∈ Fmが存在し,

Pm(Am,k) < δk ↓ 0かつQm(Am,k) ≥ ϵ > 0, ∀k ∈ Λとなるが,これは Pm ∼ Qmである
ことに矛盾する.したがって (nk)k∈Nは非有界であり,部分列を考えることにより nk ↑ ∞
と仮定して良い.

各 k ∈ Nに対し {
Hnk ∈ Hnk

1 かつ

Pnk{(Hnk · Snk)∞ ≥ ϵ
4
} ≥ 1− 4δk

ϵ

(4.24)

なるHnkを構成する.このとき, nk ↑ ∞に注意して, (Hnk)k∈Nは (AA2)をなす.以下,し
ばらく各 k ∈ Nを固定し,添え字 nk を省略する.弱位相を入れた L1(Ω,F ,P)における
Hahn-Banachの分離定理を用いることにより,目標のHを構成する (定理 4.6, (i) ⇒ (ii)

の証明とは逆向きの双対).

Γ
def
=
{
g ∈ L1

+(Ω,F ,P) | ∥g∥1 = 1 かつ g ≤ ϵ

4δ

}
(4.25)

と置く.このときAlaogluの定理よりΓはL∞(Ω,F ,P)の部分集合としてweak∗-compact

であり,自然な埋め込み (L∞(Ω,F ,P),weak∗) ↪→ (L1(Ω,F ,P),weak)は明らかに連続であ
るので,結局ΓはL1(Ω,F ,P)でweak-compactな凸集合となる.また, M̂sをMs = Mnk

s

が生成する凸集合 (すなわちMsを含む最小の凸集合)とする.このとき

M̂s = {g ∈ L1(Ω,F ,P) | EP[gh] ≤ 0, ∀h ∈ C} = C◦ (4.26)

と書ける ( C◦は凸錐 C の双対 (L∞(Ω,F ,P), L1(Ω,F ,P))に関する極集合を表す).明ら
かに M̂sは L1(Ω,F ,P)-ノルムで閉な凸錐,したがって L1(Ω,F ,P)の弱位相で閉である
(M̂sは凸錐 Cの極集合である).

補題 4.10.

dist∥·∥1(Γ, cone(Ms)) >
ϵ

4
. (4.27)

証明. 任意の λ > 0に対し dist(Γ, γMs) ≥ ϵ
4
を示せばよい. λ��∈(1 − ϵ

4
, 1 + ϵ

4
)のとき

は明らか. λ ∈ (1 − ϵ
4
, 1 + ϵ

4
)とする. Q ∈ Msを任意に取り固定する.このときある

A = A(Q) ∈ F が存在し,

P(A) < δ かつ Q(A) ≥ ϵ (4.28)

が成立する.ゆえに,任意の g ∈ Γに対し∥∥∥∥λdQdP − g

∥∥∥∥
1

≥
∣∣∣∣EP

[
λ
dQ
dP

1lA

]
− EP[g1lA]

∣∣∣∣
≥ λQ(A)− EP[g1lA]

≥
(
1− ϵ

4

)
ϵ− ϵ

4δ
δ >

ϵ

4
(4.29)

が成立する.
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したがって, Hahn-Banachの分離定理 (閉凸とコンパクト凸の強分離)より, ∥f∥∞ = 1

なる f ∈ L∞(Ω,F ,P)で
sup
h∈M̂s

EP[hf ] ≤ inf
g∈Γ

EP[gf ]−
ϵ

4
(4.30)

となるものが存在する. M̂sは錐であることより, (左辺) = 0となる. したがって f ∈
(M̂s)

◦となる ( (M̂s)
◦は M̂sの双対 (L1(Ω,F ,P), L∞(Ω,F ,P))に関する極集合を表す).

今,凸錐 Cが L∞(Ω,F ,P)でweak∗-closedであることに注意して,双極定理より

(M̂s)
◦ = C◦◦ = C, (4.31)

すなわち h ∈ Cとなる.ゆえに,あるH ∈ Hが存在し, f ≤ (H · S)∞ P-a.s.が成立する.

さらに, f ≥ −1 P-a.s.であり,仮定より small market (B, S)が (NA)を満たすので,補題
3.57よりH ∈ H1となる.また, P{f < ϵ

4
} < 4δ

ϵ
が成立する.実際, p = P{f < ϵ

4
} ≥ 4δ

ϵ
と

仮定すると, g = 1
p
1l{f<ϵ/4} ∈ Γとなる.このとき EP[gf ] ≥ ϵ

4
となることに注意して,

ϵ

4
≤ EP[gf ] =

1

p
EP[f1l{f<ϵ/4}] <

ϵ

4
(4.32)

となり,矛盾が生じる.したがって

P
{
(H · S)∞ ≥ ϵ

4

}
≥ P

{
f >

ϵ

4

}
≥ 1− 4δ

ϵ
(4.33)

が成立する.

以上より,ある 0 < ϵ < 1が存在し,正数列 δk ↓ 0に対し nk ↑ ∞なる nk ∈ N, k ∈ Nお
よび

Pnk
{
(Hnk · Snk)∞ ≥ ϵ

4

}
≥ 1− 4δk

ϵ
↑ 1 (4.34)

なるHnk ∈ Hnk , k ∈ Nが構成できた. (Hnk)k∈Nは (AA2)をなし,仮定 (NAA2)に矛盾
する.

4.1.3 例 4.8の構成

各 n ∈ N, j = 1, · · · , nに対し,確率空間 (Ωn,Fn,Pn)上の確率変数 fn,jを次で定める;

fn,j =


1 on An,j

−2−j on Bn,j

−2j on Cn,j.

(4.35)

ただし,

Pn(An,j) = 1− 2−(j+2) − 2−(n+1), (4.36)

Pn(Bn,j) = 2−(j+2), (4.37)

Pn(Cn,j) = 2−(n+1) (4.38)
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とし,各 n ∈ Nに対し {fn,j}nj=1は独立であるとする.

n次元価格過程 Snを
Sn = 0, Sn1 = (fn,1, · · · , fn,n) (4.39)

とし,フィルトレーション Fn = (Fn
0 ,Fn

1 )を

Fn
0 = {ϕ,Ω}, Fn

1 = σ{fn,1, · · · , fn,n} (4.40)

とする.とする.このときBn = (Ωn,Fn,Fn,Pn)上の任意の n次元可予測過程Hnは確定
的な n次元ベクトルHn = (hn,j)nj=1 ∈ Rnとみなせ,確率積分は

(Hn · Sn)1 =
n∑
j=1

hn,jfn,j (4.41)

と書ける.

命題 4.11. 上で構成したLarge financial market (Bn, Sn)n∈Nに対し (NAA2)が成立する.

証明. (AA2)が存在したとして矛盾を導く.このときある c > 0が存在し,任意の ϵ > 0

に対し
Pn{(Hn · Sn)1 ≥ c} ≥ 1− ϵ (4.42)

となるHn = (hn,j)nj=1 ∈ Hn
1 , n ∈ Nが存在する.確率積分 (Hn · Sn)1 =

∑n
j=1 h

n,jfn,jを
以下で定める gn1 , g

n
2 , g

n
3 を用いて次のように分解する;

(Hn · Sn)1 = gn1 + gn2 + gn3 . (4.43)

まず,

gn1 =
∑

{j≤n | hn,j≤0}

hn,jfn,j (4.44)

とする.このとき

Pn{gn1 ≤ 0} ≥ Pn
(

n∪
j=1

An,j

)
≥ 1−

n∑
j=1

2−(j+2) − n2−(n+1) ≥ 1

2
(4.45)

となる.

次に,後に定める j0 ∈ {1, · · · , n}に対し,

gn2 =
∑

{j≤j0 | hn,j>0}

hn,jfn,j (4.46)

とする.このとき

Pn{gn2 ≤ 0} ≥ Pn
(

j0∩
j=1

Bn,j

)
=

j0∏
j=1

2−(n+2) ≥ 2−j
2
0−2j0 (4.47)

となる.

最後に,残りの項を
gn3 =

∑
{j0<j≤n | hn,j>0}

hn,jfn,j (4.48)
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と置く.今, Hn = (hn,j)nj=1 ∈ Hn
1 かつ {fn,j}nj=1が独立であることより, hn,j ≤ 2−j でな

ければならない.ゆえに

gn3 ≤
n∑

j=j0+1

2−j ≤ 2−j0 (4.49)

となる.

そこで, j0として j0 ≥ 3, 2−j0 < c
2
となるように取る.このときPn{gn1 +gn2 +gn3 ≥ c} ≥

1− ϵより,

Pn
{
gn1 + gn2 ≥ c

2

}
≥ 1− ϵ (4.50)

となる.一方

Pn{gn1 + gn2 ≤ 0}Pn{gn1 ≤ 0}Pn{gn2 ≤ 0} ≥ 2−j
2
0−2j0−1 ≥ 4−j

2
0 (4.51)

が成立する.したがって ϵ > 0が十分小さいとき,矛盾が生じる.

命題 4.12. 上で構成した large financual market (Bn, Sn)n∈Nにおいて,任意の列Qn ∈
Me,n

s , n ∈ Nに対し (Qn)n∈NZZ◁(Pn)n∈Nとなる.

証明. 主張を否定し矛盾を導く. Qn ∈ Me,n
s , n ∈ Nで (Qn)n∈N ◁ (Pn)n∈N となるも

のが存在したとする.各 n ∈ Nに対し, Qnは Snのマルチンゲール測度であるので,各
j = 1, · · · , nについて

0 = EQn [f
n,j] = Qn(An,j)− 2−jQn(Bn,j)− 2jQn(Cn,j) (4.52)

が成立する.これとQn(An,j) +Qn(Bn,j) +Qn(Cn,j) = 1より

Qn(Bn,j) =
1− (2j + 1)Qn(Cn,j)

1 + 2−j
(4.53)

が成立する.

今, 各 j ∈ N に対し, Pn(Cn,j)
n→∞−→ 0 となることおよび (Qn)n∈N ◁ (Pn)n∈N より

Qn(Cn,j)
n→∞−→ 0が成立する.ゆえに

Qn(Bn,j)
n→∞−→ 1

1 + 2−j
(4.54)

となる.したがって各 j ∈ Nに対しある自然数 nj ≥ jが存在し,

Qnj(Bnj ,j) ≥ 1

1 + 2−j+1
, (4.55)

すなわちQnj(Bnj ,j)
j→∞−→ 1となるが,

Pnj(Bnj ,j) = 2−(j+2) j→∞−→ 0 (4.56)

より, (Qn)n∈N ◁ (Pn)n∈Nに矛盾する.

4.2 No Asymptotic Free Lunch

Small marketにおけるNo Free Lunch条件 (NFL)を large financial marketに拡張す
る.そのために列 (L∞(Ωn,Fn,Pn))n∈Nにおいて適当な意味でのweak∗-位相による近似の
概念を定義する必要がある.
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4.2.1 L∞(Ω,F ,P)のMackey位相を定める基本近傍系について

まず small marketにおける (NFL)を L∞(Ω,F ,P)における 0の基本近傍系を用いて
表現する.

補題 4.13. 確率空間 (Ω,F ,P)を考える. CをL∞(Ω,F ,P)の錐とする.またVをL∞(Ω,F ,P)
のweak∗-位相を定める 0の均衡凸基本近傍系とし,各 ϵ > 0に対し

Dϵ = {h ∈ L∞(Ω,F ,P) | 0 ≤ h ≤ 1, EP[h] ≥ ϵ} (4.1)

と置く.このとき次は同値;

(i) C
∗ ∩ L∞

+ (Ω,F ,P) = {0}, ただしC
∗
はCの L∞(Ω,F ,P)のweak∗-位相による閉包

を表す;

(ii) 任意の ϵ > 0に対しある V ∈ Vが存在し

C ∩ (Dϵ + V ) = ϕ (4.2)

が成立する.

証明. (i) ⇒ (ii)

(ii)が成立しないと仮定する.このときある ϵ > 0が存在し,任意の V ∈ Vに対し

C ∩ (Dϵ + V ) ̸= ϕ (4.3)

が成立,すなわちある fV ∈ C, hV ∈ Dϵ,および gV ∈ V が存在し, fV = hV + gV が成立
する.今, Vにおいて半順序

U ⪯ V ⇔ V ⊂ U (4.4)

を考え,有効族とみなす.このとき明らかに

w∗- lim
V ∈V

gV = 0 (4.5)

が成立する.またAlaogluの定理よりDϵはL∞(Ω,F ,P)でweak∗-compactであることに
注意して, (hV )V ∈V の部分ネット (hλ)λ∈Λが存在し,

w∗- lim
λ∈Λ

hλ = ∃h ∈ Dϵ (4.6)

が成立する.このとき w∗-limλ∈Λ gλ = 0,したがって (fλ)λ∈Λは L∞(Ω,F ,P)の weak∗-位
相に関して収束ネットとなり,その極限は h ∈ Dϵ ⊂ L∞(Ω,F ,P) \ {0}となる.したがっ
て h ∈ C

∗ ∩ L∞(Ω,F ,P) \ {0}となり, (i)は不成立である.

(ii) ⇒ (i)

(i)が成立しないと仮定する. f ∈ C
∗ ∩ L∞

+ (Ω,F ,P), h ̸= 0とする. g = 1
∥f∥∞f ,

ϵ = E[g] > 0と置く. C が錐であることより C
∗
も錐,したがって g ∈ C

∗
となる.また

0 ≤ g ≤ 1に注意して, g ∈ C
∗ ∩Dϵとなる.ゆえに任意の V ∈ Vに対し

g ∈ (C + V ) ∩Dϵ = C ∩ (Dϵ + V ) (4.7)

が成立,すなわち (ii)が不成立となる.
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注意 . (i) 上の補題において, (i)は (NFL)に相当する.そこで large financial market

における No asymptotic free lunch (NAFL)を定義するため, (ii)に着目し,列
(L∞(Ωn,Fn,Pn))n∈Nにおいて適当な 0の均衡凸基本近傍系の列を構成することを
考える.

(ii) 凸集合 C ⊂ L∞(Ω,F ,P)に対し, Mackey位相 (弱コンパクト集合上の一様収束位
相) τ(L∞(Ω,F ,P), L1(Ω,F ,P))と weak∗-位相 σ(L∞(Ω,F ,P), L1(Ω,F ,P))の収束
は一致する.また,定義より L1(Ω,F ,P)のweak-compactな集合Kの極集合K◦ ⊂
L∞(Ω,F ,P)からなる 0の基本近傍系は L∞(Ω,F ,P)のMackey位相を定める.以
下,適当なweak-compact set K ⊂ L1(Ω,F ,P)の族を構成することを考える.

(c0)++
def
= {ψ = (ψ(k))k∈N | ψ(k) > 0 ∀k ∈ N, lim

k→∞
ψ(k) = 0} (4.8)

と置く.

定義 4.14. 任意の ψ = (ψ(k))k∈N ∈ (c0)++に対し, L1(Ω,F ,P)の部分集合Kψを

Kψ def
=

∞∩
k=1

conv(Bψ(k)(L
1(Ω,F ,P)), Bk(L

∞(Ω,F ,P))) (4.9)

により定義する.ただしBanach空間Xおよび r > 0に対し, Br(X) = {x ∈ X | ∥x∥X ≤
r}とする.

次の補題により,KψはL1(Ω,F ,P)でweak-compactであることがわかる.一般にL1(Ω,F ,P)
の部分集合Kに対し,相対弱コンパクトであることと一様可積分であることは同値であ
ることに注意する.

補題 4.15. 任意の u ∈ Kψおよび k ∈ Nに対し

EP[|u|1l{|u|≥k3}] ≤
1

k
+ 2ϕ(k) (4.10)

が成立する.特に各Kψ ⊂ L1(Ω,F ,P)は一様可積分,すなわちσ(L1(Ω,F ,P), L∞(Ω,F ,P))-
compactである.

証明. u ∈ Kψ, k ∈ Nとする.明らかに

EP[|u|] ≤ k + ϕ(k) (4.11)

が成立する. Chebyshevの不等式より

P{|u| ≥ k3} ≤ 1

k2

(
1 +

ϕ(k)

k

)
(4.12)

となる.また,ある λ ∈ [0, 1]および u1 ∈ Bψ(k)(L
1(Ω,F ,P)), u2 ∈ Bk(L

∞(Ω,F ,P))が存
在し, u = λu1 + (1− λ)u2と書ける.したがって

EP[|u|1l{|u|≥k3}] ≤ EP[|u1|1l{|u|≥k3}] + EP[|u2|1l{|u|≥k3}]

≤ ψ(k) + k
1

k2

(
1 +

ψ(k)

k

)
≤ 1

k
+ 2ψ(k) (4.13)

となる.
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定義 4.16. 各 ψ = (ψ(k))k∈N ∈ (c0)++に対し, L∞(Ω,F ,P)の部分集合 V ψを

V ψ def
= conv∗k∈N(Bk−1(L1(Ω,F ,P)) ∩Bψ(k)−1(L∞(Ω,F ,P))) (4.14)

により定義する.すなわち V ψは {Bk−1(L1(Ω,F ,P)) ∩ Bψ(k)−1(L∞(Ω,F ,P))}k∈Nの凸包
の L∞(Ω,F ,P)におけるweak∗-closureを表す.

次が成立する;

• 各 V ψは L∞(Ω,F ,P)のweak∗-closedな凸集合である;

• 各 ψ ∈ (c0)++に対し V ψ = (Kψ)◦が成立する.

実際, conv(Bψ(k)(L
1(Ω,F ,P)), Bk(L

∞(Ω,F ,P))は0を含むσ(L1(Ω,F ,P), L∞(Ω,F ,P))-
closedな凸集合であることに注意して,

(Kψ)◦ =

(
∞∩
k=1

conv(Bψ(k)(L
1(Ω,F ,P)), Bk(L

∞(Ω,F ,P)))

)◦

(4.15)

= conv∗k∈N(conv(Bψ(k)(L
1(Ω,F ,P)), Bk(L

∞(Ω,F ,P))))◦ (4.16)

= conv∗k∈N(Bk−1(L1(Ω,F ,P)) ∩Bψ(k)−1(L∞(Ω,F ,P))) (4.17)

= V ψ (4.18)

となる.

• Kψ は σ(L1(Ω,F ,P), L∞(Ω,F ,P))-closedな凸集合であることに注意して,双極定
理より

Kψ = (Kψ)◦◦ = (V ψ)◦ (4.19)

が成立する.

上で構成した {V ψ}ψ∈(C0)++は 0 ∈ L∞(Ω,F ,P)のMackey位相に関する基本近傍系をな
す.実際,次の補題が成立する.

補題 4.17. 任意の σ(L1(Ω,F ,P), L∞(Ω,F ,P))-compactな集合 U ⊂ L1(Ω,F ,P)に対し
ある ψ ∈ (c0)++が存在し, U ⊂ Kψが成立する.

証明. U ⊂ L1(Ω,F ,P)は σ(L1(Ω,F ,P), L∞(Ω,F ,P))-compact,したがって一様可積分
である;

lim
k→∞

sup
g∈U

EP[|2g|1l{|2g|≥k}] = 0. (4.20)

そこで,各k ∈ Nに対しψ(k) = supg∈U EP[|2g|1l{|2g|≥k}]と置くと, ψ = (ψ(k))k∈N ∈ (c0)++

となる.また,任意の g ∈ U および k ∈ Nに対し明らかに

g =
1

2
2g1l{|2g|≥k} +

1

2
2g1l{|2g|<k} (4.21)

となるが,

2g1l{|2g|≥k} ∈ Bψ(k)(L
1(Ω,F ,P)), (4.22)

2g1l{|2g|<k} ∈ Bk(L
∞(Ω,F ,P)) (4.23)

より, g ∈ conv(Bψ(k)(L
1(Ω,F ,P)), Bk(L

∞(Ω,F ,P)))となる.したがって g ∈ Kψ,すなわ
ち U ⊂ Kψが成立する.
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上の補題より,任意の σ(L1(Ω,F ,P), L∞(Ω,F ,P))-compactな集合U ⊂ L1(Ω,F ,P)に
対しある ψ ∈ (c0)++が存在し,

V ψ = (Kψ)◦ ⊂ U◦ (4.24)

が成立する.このことより, {V ψ}ψ∈(C0)++は 0 ∈ L∞(Ω,F ,P)のMackey位相に関する基
本近傍系をなすことがわかる.

4.2.2 NAFLの定義と同値分離測度列の contiguityによる同値条件

今,列 (L∞(Ωn,Fn,Pn))n∈Nに対しNo asymptotic free lunch (NAFL)を定義する.各
n ∈ Nに対し, {Kψ,n}ψ∈(c0)++ , {V ψ,n}ψ∈(c0)++ を確率空間 (Ωn,Fn,Pn)における第 4.2.1

節で定義した集合族とする. {V ψ,n}ψ∈(c0)++はL∞(Ωn,Fn,Pn)の均衡凸集合からなる 0の
基本近傍系であり, L∞(Ωn,Fn,Pn)上のMackey位相 τ(L∞(Ωn,Fn,Pn), L1(Ωn,Fn,Pn))
を誘導する.

定義 4.18. (L∞(Ωn,Fn,Pn))n∈N上に定義された Large financial market (Bn, Sn)n∈Nが
次の性質を持つとき, No asymptotic free lunch (NAFL)を満たすという; 任意の
ϵ > 0に対しある ψ ∈ (c0)++が存在し,全ての n ∈ Nについて

Cn ∩ (Dϵ,n + V ψ,n) = ϕ. (4.25)

が成立する.ただし, Dϵ,n def
= {hn ∈ L∞(Ωn,Fn,Pn) | 0 ≤ hn ≤ 1, EPn [h

n] ≥ ϵ}である.

つまり, (NAFL)は各n ∈ Nに対し CnとDϵ,nがV ψ,nにより分割されることを表すが,

ここで ψ ∈ (c0)++は n ∈ Nによらず一様に取れることに注意する.またこの定義は補題
4.13の意味で small marketにおける (NFL)の定義の一般化である.特に, large financial

market (Bn, Sn)n∈Nが (NAFL)を満たすならば,各 small market (Bn, Sn)は (NFL)を
満たし,したがってMe,n

s ̸= ϕとなる.

注意 . (c0)++の半順序を

ψ ⪯ η ⇐⇒ ψ(k) ≤ η(k), ∀k ∈ N (4.26)

とすると,定義より
ψ ⪯ η =⇒ V η,n ⊂ V ψ,n, ∀n ∈ N (4.27)

が成立する.今,ネット (n(ψ))ψ∈(c0)++ ⊂ Nおよび gψ ∈ V ψ,n(ψ)を考えると, ψ ∈ (c0)++

の極限を取ることで gψは次の意味で 0に収束する;

lim
ψ∈(c0)++

sup
u∈Kη,n(ψ)

|EPn(ψ) [ugψ]| = 0, ∀η ∈ (c0)++. (4.28)

この設定の下,次が成立する;

定理 4.19 (Klein, 2000). Large financial market (Bn, Sn)n∈Nに対し,次は同値;

(i) (NAFL)が成立;

(ii) ある列Qn ∈ Me,n
s , n ∈ Nで (Qn)n∈N ◁▷(Pn)n∈Nなるものが存在する.
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4.2.3 定理 4.19の証明

確率測度の列に関する contiguityは {Kψ,n}ψ∈(c0)++ , n ∈ Nを用いて次のように表現さ
れる.

補題 4.20. Qn ≪ Pn, n ∈ Nに対し,次は同値;

(i) (Qn)n∈N ◁ (Pn)n∈N;

(ii) ある ψ ∈ (c0)++が存在し,任意の n ∈ Nに対し dQn
dPn ∈ Kψ,nが成立する.

証明. 補題 4.4より

(Qn)n∈N ◁ (Pn)n∈N ⇐⇒ lim
k→∞

sup
n∈N

EPn

[
2
dQn

dPn
1l{2 dQndPn >k}

]
= 0 (4.29)

であることに注意する.

(Qn)n∈N ◁ (Pn)n∈Nと仮定する.各 k ∈ Nに対し

ψ(k) = sup
n∈N

EPn

[
2
dQn

dPn
1l{2 dQndPn >k}

]
(4.30)

と置くと, ψ = (ψ(k))k∈N ∈ (c0)++となる.また,各 n, k ∈ Nに対し

dQn

dPn
=

1

2
· 2dQ

n

dPn
1l{2 dQndPn >k} +

1

2
· 2dQ

n

dPn
1l{2 dQndPn ≤k} (4.31)

と書け,

2
dQn

dPn
1l{2 dQndPn >k} ∈ Bψ(k)(L

1(Ωn,Fn,Pn)) (4.32)

および

2
dQn

dPn
1l{2 dQndPn ≤k} ∈ Bk(L

∞(Ωn,Fn,Pn)) (4.33)

となることより, dQ
n

dPn ∈ Kψ,nが成立する.

逆に, ある ψ ∈ (c0)++が存在し,任意の n ∈ Nに対し dQn
dPn ∈ Kψ,nが成立すると仮定す

る.このとき補題 4.15より,任意の n ∈ Nに対し,各 k ∈ Nについて

EPn

[
dQn

dPn
1l{ dQndPn >k

3}

]
≤ 1

k
+ 2ψ(k) (4.34)

が成立する.したがって

lim
k→∞

sup
n∈N

EPn

[
dQn

dPn
1l{ dQndPn >k

3}

]
= 0 (4.35)

となり, (Qn)n∈N ◁ (Pn)n∈Nが成立する.

定理 4.19を証明する.

(ii) ⇒ (i)

ある列Qn ∈ Me,n
s , n ∈ Nで (Qn)n∈N◁▷(Pn)n∈Nなるものが存在したとする. (NAFL)

が不成立であると仮定し,矛盾を導く.このときある α > 0が存在し,任意の ψ ∈ (c0)++

に対し
Cn(ψ) ∩ (Dα,n(ψ) + V ψ,n(ψ)) ̸= ϕ (4.36)
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なる n(ψ) ∈ Nが存在する.すなわち,ある fψ ∈ Cn(ψ), gψ ∈ V ψ,n(ψ),および hψ ∈ Dα,n(ψ)

が存在し,

fψ = gψ + hψ (4.37)

が成立する.今,仮定 (Qn)n∈N ◁ (Pn)n∈Nおよび補題 4.20より,ある η ∈ (c0)++が存在し,

任意の n ∈ Nに対し
dQn

dPn
∈ Kη,n (4.38)

となる.この η ∈ (c0)++に対し,上の注意より

lim
ψ∈(c0)++

sup
u∈Kη,n(ψ)

|EPn(ψ) [ugψ]| = 0, (4.39)

特に
lim

ψ∈(c0)++

|EQn(ψ) [gψ]| = 0 (4.40)

が成立する.さらに,各ψ ∈ (c0)++に対しQn(ψ) ∈ Me,n(ψ)
s であることより, EQn(ψ) [fψ] ≤ 0,

したがって
lim

ψ∈(c0)++

EQn(ψ) [hψ] = 0 (4.41)

となる.ゆえに, Chebyshevの不等式より

lim
ψ∈(c0)++

Qn(ψ)
{
hψ ≥ α

2

}
= 0 (4.42)

が成立する.一方,任意の ψ ∈ (c0)++に対し

α ≤ EPn(ψ) [hψ] ≤
α

2
+ EPn(ψ)

[
hψ1l{hψ≥α

2}
]
≤ α

2
+ Pn(ψ)

{
hψ ≥ α

2

}
, (4.43)

したがって
Pn(ψ)

{
hψ ≥ α

2

}
≥ α

2
(4.44)

が成立する.これは仮定 Pn ≪ Qn, ∀n ∈ N, (Pn)n∈N ◁ (Qn)n∈Nに矛盾する.

(i) ⇒ (ii)

(Bn, Sn)n∈Nが (NAFL)を満たすと仮定する. ϵ > 0を任意に取り固定する.このとき
ある ψ ∈ (c0)++が存在し,全ての n ∈ Nに対し

Cn ∩ (Dϵ,n + V ψ,n) = ϕ (4.45)

が成立する.これは (Cn+V ψ,n)∩Dϵ,n = ϕと同値であることに注意する.各n ∈ Nを固定し,

V ψ,n ⊂ L∞(Ωn,Fn,Pn)の位相 σ(L∞(Ωn,Fn,Pn), L1(Ωn,Fn,Pn))に関する内部を V̂ ψ,n

と書く.このときCn+V̂ ψ,n ⊂ L∞(Ωn,Fn,Pn)はσ(L∞(Ωn,Fn,Pn), L1(Ωn,Fn,Pn))-open
な凸集合であり,

(Cn + V̂ ψ,n) +Dϵ,n = ϕ (4.46)

を満たす.したがってHahn-Banachの分離定理 (開凸と凸の弱分離)より, ∥gn∥n,1 = 1な
る gn ∈ L1(Ωn,Fn,Pn)が存在し,

sup
fn∈Cn+V̂ ψ,n

EPn [g
nfn] ≤ inf

hn∈Dϵ,n
EPn [g

nhn] (4.47)
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が成立する.ゆえに, V ψ,nに対し

sup
fn∈Cn+V ψ,n

EPn [g
nfn] ≤ inf

hn∈Dϵ,n
EPn [g

nhn] (4.48)

となる.今, 0 ∈ V ψ,nかつ Cnが錐であることより

sup
fn∈Cn

EPn [g
nfn] ≤ 0 (4.49)

となる.また −L∞
+ (Ωn,Fn,Pn) ⊂ Cn より gn ≥ 0 Pn-a.s.となる.ゆえに Qn ≪ Pn を

dQn
dPn = gnと定義すると, Qn ∈ Mn

s となる (同値測度とは限らないことに注意).さらに,

0 ∈ Cnおよび任意の hn ∈ Dϵ,nに対し

EPn[g
nhn] ≤ ∥gn∥n,1∥hn∥n,∞ ≤ 1 (4.50)

となることより,

sup
fn∈V ψ,n

EPn [g
nhn] ≤ 1 (4.51)

が成立する.したがって双極定理より gn ∈ (V ψ,n)◦ = (Kψ,n)◦ = Kψ,nとなり,補題 4.20

より (Qn)n∈N ◁ (Pn)n∈Nが成立する.

補題 4.21. ある δ = δ(ϵ, ψ) > 0が存在し,全ての n ∈ Nに対し

inf
hn∈Dϵ,n

EPn [g
nhn] ≥ δ (4.52)

が成立する.

証明. K > 0を十分大きく取り, 1
K
+ 2ψ(K) ≤ 1

3
とする.このとき全ての n ∈ Nに対し

Pn
{
gn ≥ 1

3

}
≥ 1

3K2
(4.53)

が成立する.実際,各 n ∈ Nに対し gn ∈ Kψ,nであることより,補題 4.20より

EPn [g
n1l{gn≥K3}] ≤

1

K
+ 2ψ(K) ≤ 1

3
(4.54)

となり,

1 = EPn [g
n] ≤ EPn [g

n1l{gn≥K3}]+EPn [g
n1l{ 1

3
≤gn<K3}]+

1

3
≤ 2

3
+K3Pn

{
gn ≥ 1

3

}
(4.55)

となる.

δ = δ(ϵ, ψ) = 1
9K3c

と置く.ここで c = c(ϵ, ψ) > 0は ( n ∈ Nに依らない) Kψ,nの
L1(Ωn,Fn,Pn)-ノルムでの上界である;

sup
u∈Kψ,n

EPn [|u|] ≤ c, ∀n ∈ N. (4.56)

このとき任意の u ∈ Kψ,n, n ∈ Nに対し |EPn [u1l{gn≥ 1
3}]| ≤ ∥u∥n,1 ≤ cとなることより,

1

c
1l{gn≥ 1

3} ∈ (Kψ,n)◦ = V ψ,n, (4.57)
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したがって

inf
hn∈Dϵ,n

EPn [g
nhn] ≥ sup

fn∈V ψ,n
EPn [g

nfn] ≥ EPn

[
gn

1

c
1l{gn≥ 1

3}

]
≥ 1

3c
Pn
{
gn ≥ 1

3

}
≥ 1

9cK3
= δ (4.58)

が成立する.

各 n ∈ Nに対し, Qn ≪ Pnを dQn
dPn = gnにより定義する.このとき Pn(An) ≥ ϵなる任

意のAn ∈ Fn, n ∈ Nに対し, Qn(An) ≥ δが成立する.実際,このようなAn ∈ Fn, n ∈ N
に対し 1lAn ∈ Dϵ,nとなり,したがって上の補題より

Qn(An) = EPn [g
n1lAn ] ≥ δ (4.59)

となる.

これまでの議論をまとめると,次のことがわかる; 任意の ϵ > 0に対しあるQn,ϵ ∈ Mn
s ,

n ∈ N,および δϵ > 0が存在し,

(A) (Qn,ϵ)n∈N ◁ (Pn)n∈Nかつ

(B) Pn(An) ≥ ϵなる任意のAn ∈ Fn, n ∈ Nに対し, Qn,ϵ(An) ≥ δϵとなる.

そこで,各 j ∈ Nに対し ϵ = 2−jに対応するQn,j = Qn,2−j , δj = δ2−j を考え,各 n ∈ Nに
ついて

Qn =
∞∑
j=1

2−jQn,j (4.60)

と定義する.明らかにMn
s はL1(Ωn,Fn,Pn)-ノルムで閉な凸集合なので, Qn ∈ Mn

s とな
る.さらに {dQn

dPn = 0} ⊂
∩∞
j=1{gj < δj}であり,各 j ∈ Nに対しQn,j{gj < δj} < δj,した

がって (B)より
Pn{gj < δj} ≤ 2−j ↓ 0 (4.61)

となる.ゆえに dQn
dPn > 0 Pn-a.s.となり, Qn ∈ Me,n

s となる.

上で構成したQn ∈ Me,n
s , n ∈ Nが (Qn)n∈N ◁▷(Pn)n∈Nを満たすことを示す.

(Qn)n∈N ◁ (Pn)n∈N
γ > 0を任意に取り固定する. N ∈ Nを大きく取り

∑∞
j=N+1 2

−j < γ
2
とする.今, (A)よ

り,各 j ∈ Nに対し (Qn,j)n∈N ◁ (Pn)n∈N,したがってある µj > 0が存在し, Pn(An) < µj
なる任意のAn ∈ Fn, n ∈ Nに対しQn,j(An) < γ

2
が成立する.そこで, µ = minj=1,··· ,N µj

と置くと, Pn(An) < µなる任意のAn ∈ Fn, n ∈ Nに対し

Qn(An) =
N∑
j=1

2−jQn,j(An) +
∞∑

j=N+1

2−jQn,j(An) <
γ

2
+
γ

2
= γ (4.62)

が成立する.したがって (Qn)n∈N ◁ (Pn)n∈Nとなる.

(Pn)n∈N ◁ (Qn)n∈N
(B)より,各 j ∈ Nについて, Qn,j(An) < δj なる任意の An ∈ Fn, n ∈ Nに対し,

Pn(An) < 2−j が成立する.今, γ > 0を任意に取り固定する. N ∈ Nを大きくとり
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2−N < γ
2
とする.また, µ = 2−NδN

γ
2
と置く.このとき, Qn(An) < µなる任意のAn ∈ Fn,

n ∈ Nに対し

Pn(An) = Pn(An ∩ {gN < µN}) + Pn(An ∩ {gN ≥ δN})

≤ 2−N + Pn
(
An ∩

{
dQn

dPn
≥ 2−NδN

})
≤ 2−N + 2Nδ−1

N Qn(An)

≤ γ (4.63)

となる.したがって (Pn)n∈N ◁ (Qn)n∈Nが成立する.

5 無限次元セミマルチンゲールとしてのLarge financial

market model

5.1 モデルの設定

この節では, [6]に倣って,無限個の資産の挙動を一つの確率空間上の 1次元セミマル
チンゲールの列として表す.この枠組みでは,形式的に無限個の資産を保有する投資戦略
を考えるため,無限次元セミマルチンゲールに関する確率積分を定義する必要がある.

(Ω,F ,F,P)を通常の条件を満たすフィルトレーション付きの確率空間とする.ここで
は時間集合を有界閉区間T = [0, T ]とする.無限個の資産の割引価格挙動を S = (Sn)n∈N
と表す.ただし各 n ∈ Nに対しSn ∈ Sとする.ここでは Sを large financial marketと
呼び,各 n ∈ Nに対し Sn = (Sk)nk=1を n-th small marketと呼ぶ. Sn-可積分な n次元

可予測過程H ∈ L(Sn)に対し,その確率積分を単にH · S def
= H · Snと書く.

各 n ∈ Nに対し, n-th small market Snにおける λ-admissible strategyの集合を

Hn
λ

def
= {H | n次元可予測過程, H ∈ L(Sn), H · S ≥ −λ} (5.1)

とし,

Hn def
=
∪
λ>0

Hn
λ (5.2)

と定義する.対応するクレームの集合を

Kn
λ

def
= {(H · S)T | H ∈ Hn

λ}, (5.3)

Kn def
=
∪
λ>0

Kn
λ = {(H · S)T | H ∈ Hn}, (5.4)

Cn def
= (Kn − L0

+(Ω,F ,P)) ∩ L∞(Ω,F ,P) (5.5)

と定義する.さらに, Lsmall(S) def
=
∪
n∈N L(Sn)と置く, H ∈ Lsmall(S)は有限次元ベクトル

確率積分の意味で S-可積分な有限次元可予測過程である.

Hsmall
λ

def
=
∪
n∈N

Hn
λ (5.6)
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とし, Hsmall, Ksmall
λ , Ksmall, Csmallなども同様に定義する.

H ∈ Hsmallは, 全期間および全ての事象において,ある有限個の資産のみを保有する戦
略を表す. Large financial marketでは取引可能財が無限個存在するため,投資戦略のク
ラスを形式的に無限個の資産を保有するようなクラスにまで拡張する必要がある.そこ
で [12]に倣い,セミマルチンゲールの列に関する一般化確率積分により,一般化投資戦略
を定義する.

定義 5.1.

L̂(S) def= {(Hn)n∈N ⊂ Lsmall(S) | (Hn · S)n∈Nが Émery位相でCauchy列 } (5.7)

と置く.各 (Hn)n∈N, (K
n)n∈N ∈ L̂(S)に対し

(Hn)n∈N ∼ (Kn)n∈N
def⇐⇒ S- lim

n→∞
(Hn −Kn) · S = 0. (5.8)

とし, L(S) def
= L̂(S)/ ∼の元を一般化投資戦略と呼ぶ.一般化投資戦略H = [(Hn)n∈N] ∈

L(S)に対し, Sに関する一般化確率積分をH · S def
= S- limn→∞Hn · Sと定義する.

一般化投資戦略に関する admissibilityを次のように定義する.

定義 5.2. 一般化投資戦略 H ∈ L(S) は, 近似列が一様に λ-admissible に取れる (i.e.

∃(Hn)n∈N ∈ H s.t. Hn ∈ Hsmall
λ , ∀n ∈ N)とき, λ-admissibleであるという. λ-admissible

な一般化投資戦略全体をHlarge
λ とし, Hlarge def

=
∪
λ>0H

large
λ と置く.

Small marketにおけるクレームの集合と同様に, Klarge
λ , Clargeを次のように定義する;

Klarge
λ

def
= {(H · S)T | H ∈ Hlarge

λ }, (5.9)

Klarge def
= {(H · S)T | H ∈ Hlarge}, (5.10)

Clarge def
= (Klarge − L0(Ω,F ,P)) ∩ L∞

+ (Ω,F ,P). (5.11)

この設定の下, large financial market Sにおける次の無裁定条件を考える;

定義 5.3. Large financial market Sが

(i) (NA)smallを満たす
def⇐⇒ Csmall ∩ L∞

+ (Ω,F ,P) = {0};

(ii) (NFLV R)smallを満たす
def⇐⇒ Csmall ∩ L∞

+ = {0};

(iii) (NUPBR)smallを満たす
def⇐⇒ Ksmall

1 が L0(Ω,F ,P)-有界;

(iv) (NA)largeを満たす
def⇐⇒ C large ∩ L∞

+ (Ω,F ,P) = {0};

(v) (NFLV R)largeを満たす
def⇐⇒ Clarge ∩ L∞

+ = {0};

(vi) (NUPBR)largeを満たす
def⇐⇒ Klarge

1 が L0(Ω,F ,P)-有界.

(vii) (NAFL)を満たす def⇐⇒ Csmall
∗
∩ L∞

+ = {0}.
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注意 . (i) 明らかにKsmall
1 ⊂ Klarge

1 ⊂ K̂small
1 (K̂small

1 はKsmall
1 のL0(Ω,F ,P)における閉

包を表す)より,

(NUPBR)small ⇐⇒ (NUPBR)large (5.12)

が成立する.そのため,以後これらを単に (NUPBR)と表す.

(ii) (NAFL)は第 4.2節で定義したものの特別な場合である.

また, asymptotic arbitrageは次のように定義される.

定義 5.4. (i) 投資戦略の列 (Hn)n∈N ⊂ Hsmallを考える.ある ϵn ↓ 0, cn ↑ ∞,および
α > 0が存在し,任意の n ∈ Nに対し

• Hn ∈ Hsmall
ϵn かつ

• P{(Hn · S)T ≥ cn} ≥ α

となるとき, (Hn)n∈Nを (AA1)とよぶ.

(ii) 投資戦略の列 (Hn)n∈N ⊂ Hsmallを考える.

• 任意の n ∈ Nに対しHn ∈ Hsmall
1 かつ

• ある c > 0が存在し, limn→∞ P{(Hn · S)T ≥ c} = 1

となるとき, (Hn)n∈Nを (AA2)とよぶ.

(AA1), (AA2)が存在しないとき, large financial market Sはそれぞれ (NAA1), (NAA2)

を満たすという.

この設定では, (NUPBR)と (NAA1)は同値である.

命題 5.5.

(NUPBR) ⇐⇒ (NAA1) (5.13)

証明. Sが (NUPBR)を満たすとする. (AA1) (Hn)n∈Nが存在したと仮定し,矛盾を導
く.このときある ϵn ↓ 0, cn ↑ ∞,および α > 0が存在し,任意の n ∈ Nに対し

• Hn ∈ Hsmall
ϵn かつ

• P{(Hn · S)T ≥ cn} ≥ α

となる.各 n ∈ Nに対しKn 1
ϵn
Hnと置くと, Kn ∈ Hsmall

1 かつ

P{(Hn · S)T ≥ cn
ϵn
} ≥ α (5.14)

となり, ϵn ↓ 0, cn ↑ ∞に注意して, (NUPBR)に矛盾する.

次に, Sが (NUPBR)を満たさないと仮定する.このときある (Hn)n∈N ⊂ Hsmall
1 およ

び α > 0が存在し,任意の n ∈ Nに対し

P{(Hn · S)T ≥ n} ≥ α (5.15)

となる.各 n ∈ Nに対しKn = 1√
n
Hnと置くと, (Kn)n∈Nは (AA1)となる.

87



5.2 Large financial marketにおける数理ファイナンスの基本定理

次の補題の主張は [6]で証明無しで暗に用いられているが,自明ではないように思われ
るのでその証明を付しておく.

補題 5.6. H ∈ Hlarge, λ = inf{α > 0 | H ∈ Hlarge
α } > 0と置く.このとき次が成立する;

(i) H ∈ Hlarge
λ ;

(ii) supt∈[0,T ] ∥(H · S)−t ∥∞ = λ.

証明. (i) λの定義より,ある αk ↓ λが存在し, H ∈ Hlarge
αk
となる.さらに,各 k ∈ Nに

対しあるHk ∈ Hsmall
αk
が存在し,

DS [H
k · S−H · S] ≤ 1

k
(5.1)

が成立する.そこで, Kk = λ
αk
Hkと置くと, Kk ∈ Hsmall

λ かつ

DS [K
k · S−H · S] ≤ DS

[
λ

αk
(Hk · S−H · S)

]
+ DS

[
λ− αk
αk

H · S
]

≤ 1

k
+ DS

[
λ− αk
αk

H · S
]
k→∞−→ 0 (5.2)

が成立する.最後の極限はH · S ∈ Sであることおよびセミマルチンゲール位相の
定義による.したがってKk · S S−→

k→∞
H · S,すなわち (Kk)k∈N ∈ Hとなる.ゆえに

H ∈ Hlarge
λ が成立する.

(ii) H ∈ Hlarge
λ より,明らかに supt∈[0,T ] ∥(H ·S)−t ∥∞ ≤ λが成立する.逆の不等号を示す.

ϵ > 0を任意に取り固定する.このとき, λの定義より, Hk · S S−→
k→∞

H · Sなる任意の
(Hk)k∈N ⊂ Lsmall(S)において,有限個の k ∈ Nを除いて supt∈[0,T ] ∥(Hk · S)−t ∥∞ ≥
λ− ϵが成立する (さもなければHk ∈ Hsmall

λ−ϵ ,ゆえにH ∈ Hlarge
λ−ϵ となり, λの取り方

に矛盾する).したがって supt∈[0,T ] ∥(H · S)−t ∥∞ ≥ λ − ϵが成立する. ϵ > 0は任意
だったので, supt∈[0,T ] ∥(H · S)−t ∥∞ ≥ λ,ゆえに supt∈[0,T ] ∥(H · S)−t ∥∞ = λとなる.

Small marketにおける補題 3.57と同様に,次が成立する.

補題 5.7. Large financial market Sが (NA)largeを満たすと仮定する. H ∈ Hlarge, δ =

∥(H · S)−T ∥∞とする.このときH ∈ Hlarge
δ が成立する.

証明. λ = inf{α > 0 | H ∈ Hlarge
α }と置く.このとき λ ≤ δとなることを示す. λ > δと

仮定し矛盾を導く.上の補題より, H ∈ Hlarge
λ かつ supt∈[0,T ] ∥(H · S)−t ∥∞ = λが成立する.

したがって,ある t ∈ [0, T )および λ > δ + ϵなる ϵ ∈ (0, δ)が存在し,

P{(H · S)t ≤ −λ+ ϵ} = α > 0 (5.3)

が成立する. D = {(H·S)t ≤ −λ+ϵ} ∈ Ftと置く. Hk ·S S−→
k→∞

H·Sなる (Hk)k∈N ⊂ Hsmall
λ

を取り, Kk = 1lD×(t,∞)H
k, k ∈ Nと置く.このとき明らかに

Kk · S S−→
k→∞

1lD×(t,T ] · (H · S) = K · S (5.4)
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が成立する.さらに

(K · S)T = (1lD×(t,T ] · (H · S))∞
= 1lD((H · S)T − (H · S)t)
≥ 1lD(−δ + λ− ϵ) (5.5)

が成立する. β = −δ+λ−ϵ > 0に注意して,(K·S)T ≥ 0 a.s.かつP{(K·S)T = β} = α > 0

が成立する.

K ∈ Hlargeを示せば, (NA)largeに矛盾し,主張が示せる. K ∈ Hlarge
δ となることを示す.

Dk = {(Kk · S)t ≤ −λ+ ϵ+ 2−k} (5.6)

と置く.このとき明らかに 1lDk
P−→

k→∞
1lDが成立する. K̃k = 1lDk×(t,T ]H

kと置く. u ≥ tに

対し

(K̃k · S)u = 1lDk((H
k · S)u − (Hk · S)t) ≥ 1lDk(−λ+ λ− ϵ− 2−k) ≥ −ϵ− 2−k (5.7)

となる. ϵ ∈ (0, δ)に注意して,十分大きい k ∈ Nに対し K̃k ∈ Hlarge
δ となる. K̃k · S S−→

k→∞
K · Sを示す.そのために

DS [K̃
k · S−Kk · S] k→∞−→ 0 (5.8)

を示せばよい. |J | ≤ 1なる任意の可予測過程 J を取る.このとき u ≥ tに対し

(J · (K̃k · S−Kk · S))u = (1lDk − 1lD)((JH
k) · S)u − ((JHk) · S)t) (5.9)

が成立する.ゆえに, gku(J) = ((JHk) · S)u − ((JHk) · S)tと置くと,

sup
{J | |J |≤1}

E[(J · (K̃k · S−Kk · S))∗T ∧ 1] ≤ sup
{J | |J |≤1}

E[|1lDk − 1lD|(gk(J)∗T ∧ 1)]

≤ E[1lDk − 1lD|]
k→∞−→ 0, (5.10)

したがって
DS [K̃

k · S−Kk · S] k→∞−→ 0 (5.11)

が成立する.ゆえに K̃k · S S−→
k→∞

K · Sとなり, (K̃k)k∈N ∈ K,すなわちK ∈ Hlarge
δ が従う.

これと前半の議論より,仮定 (NA)largeに矛盾する.

この補題より, small marketの場合と同様にして次が成立する;

命題 5.8. (i) (NFLV R)small ⇐⇒ (NA)small + (NUPBR);

(ii) (NFLV R)large ⇐⇒ (NA)large + (NUPBR).

次の補題より, Csmallおよび Clargeの分離測度は一致する.

補題 5.9. Q ≪ Pを,任意の f ∈ Csmallに対し EQ[f ] ≤ 0となるような確率測度とする.

このとき任意の g ∈ C largeに対し EQ[g] ≤ 0が成立する.
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証明. H ∈ Hlargeを任意に取る.このときある λ > 0および (Hk)k∈N ⊂ Hsmall
λ が存在し,

Hk · S S−→
k→∞

H · Sが成立する.特に (Hk · S)T
P−→

k→∞
(H · S)T が成立する.各 k ∈ Nに対し,

Qの取り方より EQ[(H
k · S)T ] ≤ 0が成立する.したがって, Fatouの補題より

EQ[(H · S)T ] ≤ 0 (5.12)

が成立する.したがって,任意の g ∈ C largeに対し EQ[g] ≤ 0が成立する.

そこで,

Ms
def
= {Q ≪ P | EQ[f ] ≤ 0, ∀f ∈ Csmall}
= {Q ≪ P | EQ[f ] ≤ 0, ∀f ∈ C large} (5.13)

と定義し, Me
s

def
= {Q ∈ Ms | Q ∼ P}と定義する. Me

s ̸= ϕであるとき, large financial

market Sは (ESM)を満たすという. この設定の下, large financial marketにおける数
理ファイナンスの基本定理は次のようになる.

定理 5.10 (Cuchiero-Klein-Teichman, 2016). (NFLV R)largeを仮定する.このとき Clarge

は L∞(Ω,F ,P)でweak∗-closedである.特に

(NFLV R)large ⇐⇒ (ESM) (5.14)

が成立する.

証明の概略 (第 3.3.2節参照). (ESM) ⇒ (NFLV R)largeは明らか.

(NFLV R)large ⇔ (NA)large + (NUPBR)を仮定する. L0(Ω,F ,P)の凸錐

C0,large def
= Klarge − L0

+(Ω,F ,P) (5.15)

が Fatou-closedであることを示せばよい. hk ∈ C0,large, hk ≥ −1, ∀k ∈ N, hk
k→∞−→

h ∈ L0(Ω,F ,P) a.s.とする.このとき h ∈ C0,largeを示せばよい.各 k ∈ Nに対しある
fk ∈ Klargeが存在し, fk ≥ hk a.s.となる.とくに fk ≥ −1 a.s.であるから,補題 5.7よ
り fk ∈ Klarge

1 である. (NUPBR)より Klarge
1 が L0(Ω,F ,P)-有界であることに注意し

て, (fk)k∈Nの forward convex combination gk ∈ conv(fk, fk+1, · · · ), k ∈ Nで a.s.である

g ∈ K̂large
1 に収束するものが取れる.ここで K̂large

1 はKlarge
1 のL0(Ω,F ,P)における閉包を

表す.このとき明らかに g ≥ h a.s.が成立する.したがって

Dh =

{
g ∈ K̂large

1 | g ≥ h a.s.

}
̸= ϕ (5.16)

となる.さらに (NUPBR)に注意して, DhはL0(Ω,F ,P)の有界閉集合であり,したがっ
てDmax

h ̸= ϕとなる.

f0 ∈ Dmax
h を任意に取り固定する. f0 ∈ Klarge

1 を示せばよい. f0 ∈ K̂large
1 より,ある

fk ∈ Klarge
1 , k ∈ Nが存在し, fk

k→∞−→ f0 a.s.となる.各 k ∈ Nに対しあるH ∈ Hlarge
1 が存

在し, fk = (H · S)T となる.さらにHlarge
1 の定義より,ある (Hk,n)n∈N ⊂ Hsmall

1 が存在し,

Hk,n · S S−→
n→∞

Hk · Sが成立する.特に,ある n(k) ∈ N, k ∈ Nが存在し,

(Hk,n(k) · S)T
k→∞−→ f0 a.s. (5.17)
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となる. f0 ∈ Dmax
h に注意して,第 3.3.2節の議論より, (Hk,n(k))k∈Nの forward convex

combination H̃k ∈ conv(Hk,n(k), Hk+1,n(k+1), · · · ), k ∈ Nが存在し,

H̃k · S S−→
k→∞

∃Z ∈ S (5.18)

となる. H̃k ∈ Hsmall
1 に注意して, H = [(H̃k)k∈N] ∈ Hlarge

1 かつ H · S = Zとなる.このと
き (H ·S)T = f0となり,したがって f0 ∈ Klarge

1 が成立する.以上で C0,largeがFatou-closed

であることが示せた.

したがって Clargeは L∞(Ω,F ,P)でweak∗-closedとなる.

Me
s = {Q ∼ P | EQ[f ] ≤ 0, ∀f ∈ C large} (5.19)

に注意して, Kreps-Yanの定理より (ESM)が従う.

上の定理より, (NFLV R)large ⇔ (NAFL)が従う.まず次の補題を示す.

補題 5.11.

(Clarge)◦ = (Csmall)◦ =
∪
a>0

(aMs). (5.20)

証明. 明らかに (Clarge)◦ ⊂ (Csmall)◦が成立する.

g ∈
∪
a>0(aMs)を任意に取る.このとき任意の f ∈ C largeに対しE[gf ] ≤ 0となること

より, g ∈ (Clarge)◦となる.

一方, g ∈ (Csmall)◦とすると, −L∞(Ω,F ,P) ⊂ Csmallに注意して, g ≥ 0 a.s.となる.

g = 0 a.s.の場合は明らか. P{g > 0} > 0と仮定する.このときQ ≪ Pを dQ
dP = g

EP[g]
に

より定義する.このとき任意の f ∈ Csmallに対しEQ[f ] ≤ 0となることより, Q ∈ Ms,ゆ
えに g ∈

∪
a>0(aMs)となる.

命題 5.12.

(NFLV R)large ⇐⇒ (NAFL) ⇐⇒ (ESM) (5.21)

が成立する.さらにこのとき Clarge = Csmall
∗
が成立する.

証明. (NFLV R)large ⇔ (ESM)は示した.一方

Me
s = {Q ∼ P | EQ[f ] ≤ 0, ∀f ∈ Csmall} (5.22)

に注意して, Kreps-Yanの定理より (NAFL) ⇔ (ESM)が従う.

今, (NFLV R)largeを仮定する.このとき Clargeは L∞(Ω,F ,P)で weak∗-closedである.

Clarge, Csmallは共に L∞(Ω,F ,P)の凸錐であることに注意して,双極定理より

(Clarge)◦◦ = Clarge
∗
= Clarge, (5.23)

(Csmall)◦◦ = Csmall
∗

(5.24)

が成立する.しかし,上の補題より (Clarge)◦ = (Csmall)◦であるから,結局

Clarge = Csmall
∗

(5.25)

が成立する.
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また, (NAA2)について次が成立する.

命題 5.13. Large financial market Sに対し,

(ESM) =⇒ (NAA2) (5.26)

が成立する.

証明. (AA2) (Hn)n∈N ⊂ Hsmallが存在したとする.すなわち全ての n ∈ Nに対しHn ∈
Hsmall

1 かつある c > 0が存在し

lim
n→∞

P{(Hn · S)T ≥ c} = 1 (5.27)

となる.今,確率測度Q ∼ Pを任意に取る.このとき

EQ[(H
n · S)T ] ≥ cQ{(Hn · S)T ≥ c} −Q{(Hn · S)T < c}

= (1 + c)Q{(Hn · S)T ≥ c} − 1 (5.28)

となる. Q ∼ Pより limn→∞ Q{(Hn · S)T ≥ c} = 1,したがって十分大きい n ∈ Nに対し
EQ[(H

n · S)T ] > 0となる.よってQ ∼ Pは Sの分離測度にはなり得ない.したがってこ
のとき Sの同値分離測度は存在しない.対偶を取ることで主張が示せた.

注意 . 明らかに (NA)large ⇒ (NA)smallが成立するが,逆は一般に不成立である.また,

small marketの場合 (補題 3.64参照)と異なり, (ESM)から (EσM)は従わない.さらに
命題 5.13の逆は不成立である.これらの反例を後に構成する (例 5.20).

まとめると次のように書ける.

命題 5.14. Large financial market Sについて,次の関係が成立する;

(NA)large
⇒
⇍ (NA)small, (5.29)

( (NUPBR)
def⇐⇒ ) (NUPBR)small ⇔ (NUPBR)large ⇔ (NAA1), (5.30)

(NFLV R)small ⇔ (NA)small + (NUPBR)

⇑ ��⇓
(NFLV R)large ⇔ (NA)large + (NUPBR) ⇔ (NAFL) ⇔ (ESM) ⇏

⇐ (EσM)

��⇑ ⇓
(NAA2).

5.3 基準財変更における無裁定条件

Large financial market X = ((Sn)n∈N, 1, V )を考える. ここで V は S0 ≡ 1に代わる新
しい基準財の S0による割引価格を表し, 正値セミマルチンゲールであるとする. 基準財
を S0から V に変更すると, 各危険資産および安全資産の V による割引価格はそれぞれ
Sn

V
および 1

V
となる. したがって新しい large financial market Z = ((S

n

V
)n∈N,

1
V
, 1)を考え

ることとなる. この節では, 新しいマーケット Zにおける無裁定型条件を元のマーケッ
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トXに関する条件として記述し, さらに基準財変更によって無裁定型条件が保存するた
めの条件について説明する.これらの結果は small marketにおける先行研究 [11], [28]の
large financial marketへの拡張である.

まず, dominating portfolioの概念を定義する.

定義 5.15. Sを large financial marketとする.

(i) x > 0, H ∈ Lsmall(S)の組 π = (x,H)を small marketにおけるポートフォリオ
(portfolio)と呼び,対応する富過程をW π def

= x+H · Sと表す.

(ii) x > 0, H ∈ L(S)の組π = (x,H)を一般化ポートフォリオ(generalized portfolio)

と呼び,対応する一般化富過程をW π def
= x+H · Sと表す.

定義 5.16. Sを large financial marketとし, ξ ∈ L0
+(Ω,F ,P)とする.

(i) Small marketにおけるポートフォリオπ = (1, H)が ξに関するdominating port-

folio (DP )smallであるとは, H ∈ Hsmall
1 かつ

W π
T

{
≥ ξ a.s.

> ξ with positive probability
(5.1)

となることを言う.

(ii) 一般化ポートフォリオ π = (1,H)が ξに関する generalized dominating port-

folio (GDP )であるとは, H ∈ Hlarge
1 かつ

W π
T

{
≥ ξ a.s.

> ξ with positive probability
(5.2)

となることを言う.

(iii) ポートフォリオの列 (πn)n∈Nを考える.ある ϵn ↓ 0および α > 0が存在し,全ての
n ∈ Nに対し

• πn = (ϵn, H
n), Hn ∈ Hsmall

ϵn かつ

• P{W πn
T ≥ ξ} ≥ α

が成立するとき, (πn)n∈Nを ξに関する asymptotically dominating portfolios

of the first kind (ADP1)であるという.

(iv) ポートフォリオの列 (πn)n∈Nを考える.ある c ∈ (0, 1)が存在し,

• πn = (c,Hn), Hn ∈ Hsmall
c ∀n ∈ Nかつ

• limn→ ∞P{W πn
T ≥ ξ} = 1

が成立するとき, (πn)n∈Nを ξに関する asymptotically dominating portfolios

of the second kind (ADP2)であるという.
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上の (i) ∼ (iv)が存在しないとき, ξ ∈ L0
+(Ω,F ,P)は Sにおいてそれぞれ (NDP )small,

(NGDP ), (NADP1), (NADP2)を満たすという.次の定理が主結果である.

定理 5.17. Large financial market X = ((Sn)n∈N, 1, V )および Z = ((S
n

V
)n∈N,

1
V
, 1)を考

える.ただし V は正値セミマルチンゲールとし, V0 = 1と仮定する.

(i) Zが (NA)smallを満たす ⇐⇒ VT がXにおいて (NDP )smallを満たす.

(ii) Zが (NA)largeを満たす ⇐⇒ VT がXにおいて (NGDP )を満たす.

(iii) Zが (NAA1)を満たす ⇐⇒ VT がXにおいて (NADP1)を満たす.

(iv) Zが (NAA2)を満たす ⇐⇒ VT がXにおいて (NADP2)を満たす.

すなわち,基準財 V で割り引かれた large financial market Zの無裁定条件が,基準財
S0 ≡ 1で割り引かれた large financial market Xおよび VT に関する条件として特徴づけ
られる.

次の補題は基準財変更において重要な役割を持つ.

補題 5.18. Large financial market X = ((Sn)n∈N, 1, V )および Z = ((S
n

V
)n∈N,

1
V
, 1)を考

える.ただし V は正値セミマルチンゲールとし, V0 = 1と仮定する.

(i) 任意の πZ = (x,K), x > 0, K ∈ Hsmall
x (Z)に対し,ある πX = (x, L), L ∈ Hsmall

x (X)
が存在し,

W πX
= W πZ

V (5.3)

が成立する.

(ii) 任意の πZ = (x,K), x > 0, K ∈ Hlarge
x (Z)に対し,ある πX = (x,L), L ∈ Hlarge

x (X)
が存在し,

W πX
= W πZ

V (5.4)

が成立する.

証明. (i) 各 n ∈ Nに対しXn = (S1, · · · , Sn, 1, V ), Zn = (S
1

V
, · · · , Sn

V
, 1
V
, 1)と置く (こ

れらは (n + 2)次元セミマルチンゲールである). K ∈ Lsmall(Z) =
∪
n∈N L(Zn)よ

り,ある n ∈ Nに対しK ∈ L(Zn)となる.この n ∈ Nを固定する. Xn = ZnV に注
意して,伊藤の公式 (product rule)より

dXn
t = Znt−dVt + Vt−dZnt + d[V,Zn]t (5.5)

が成立する.今, Y = W πZ
V = (x +K · Z)V = (x +K · Zn)V と置くと,伊藤の公

式および確率積分の associativityより

dYt = (x+ (K · Zn)t−)dVt + Vt−d(K · Zn)t + d[V,K · Zn]t (5.6)

= (x+ (K · Zn)t−)dVt + (Vt−Kt)dZnt +Ktd[V,Zn]t (5.7)

= (x+ (K · Zn)t−)dVt +KtdXn
t − (Kt,Znt−)dVt (5.8)

が成立する.ここで (·, ·)はRn+2の標準内積である.したがって,ある (n + 2)次元
可予測過程 L ∈ L(Xn)が存在し,

Y = x+ L · Xn = x+ L · X (5.9)
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と書ける. K ∈ Hsmall
x (Z)より, W πZ ≥ 0,したがって Y ≥ 0となり, L · X ≥ −x

が従う.すなわち L ∈ Hsmall
x (X)である.ポートフォリオ πX = (x, L)を考えると,

W πX
= Y = W πZ

V が成立する.

(ii) πZ = (x,K), x > 0, K ∈ Hlarge
x (Z)とする.このときある列 (Kk)k∈N ⊂ Hsmall

x (Z)
が存在し, Kk · Z S−→

k→∞
K · Zとなる.今,各 k ∈ Nに対し πZ

k = (x,Kk)を考え,

Y k = W πZ
kV と置く.このとき (i)より,ある πX

k = (x, L), Lk ∈ Hsmall
x (X)が存在し,

Y k = W πX
k が成立する.

(W πZ
k)k∈NがCauchy列であることより, (Y k)k∈Nも Émery位相でCauchy列となる.

ゆえに (W πX
k )k∈N,したがって (Lk · X)k∈Nも Émery位相で Cauchy列となる.すな

わちL = [(Lk)k∈N] ∈ Hlarge
x (X)となる.そこで, πX = (x,L)と置くと, Y k S−→

k→∞
W πX

となる.一方, Y k S−→
k→∞

W πZ
V より, W πX

= W πZ
V が成立する.

注意 . W πZ
V は基準財 V で割引された価格過程Zに関する富を,各時刻で基準財S0 ≡ 1

で計算した価格を表す.補題 5.18は,この価格がXにおける富過程として表現でき,さら
に admissibilityを保存することを示している.

定理 5.17の証明. (X, V ), (Z, 1
V
)の対称性より,例えば (i)に対しては次の二つを示せば

よい;

(A) Zにおいて 1
VT
に関する (DP )smallが存在する =⇒ Xについて (NA)smallが不成立;

(B) Zについて (NA)smallが不成立 =⇒ Xにおいて VT に関する (DP )smallが存在する.

(i) (A) πZ = (1, K), K ∈ Hsmall
1 (Z)が Zにおける 1

VT
の (DP )smallであるとする.補題

5.18より,あるπX = (1, L), L ∈ Hsmall
1 (X)が存在し, W πZ

V = W πX
= 1+L ·X

が成立する.今, πZの取り方より

W πZ

T

{
≥ 1

VT
a.s.

> 1
VT

with positive probability
(5.10)

が成立する.したがって

(L · X)T = W πZ

T VT − 1

{
≥ 0 a.s.

> 0 with positive probability
(5.11)

となり, Xは (NA)smallを満たさない.

(B) Zが (NA)smallを満たさないと仮定する.このときあるK ∈ Hsmall
1 (Z)が存在し,

(K · Z)T

{
≥ 0 a.s.

> 0 with positive probability
(5.12)

となる. πZ = (1, K)に対し,補題 5.18よりある πX = (1, L), L ∈ Hsmall
1 (X)が

存在し, W πZ
V = W πX

が成立する.したがって

W πX

T = W πZ

T VT = (1+(K ·Z)T )VT

{
≥ VT a.s.

> VT with positive probability
(5.13)

となる.ゆえに πXはXにおける VT の (DP )smallである.
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(ii) 補題 5.18(ii)に注意して, (i)と全く同様に示せる.

(iii) (A) (πZ
n)n∈Nが Zにおける 1

VT
の (ADP1)であるとする.このときある ϵn ↓ 0およ

び α > 0が存在し,任意の n ∈ Nに対し

• πZ
n(ϵn, K

n), Kn ∈ Hsmall
ϵn (Z) かつ

• P
{
W

πZ
n

T ≥ 1
VT

}
≥ α

が成立する.各n ∈ Nに対し,補題 5.18よりあるπX
n = (ϵn, L

n), Ln ∈ Hsmall
ϵn (X)

が存在し, W πZ
nV = W πX

nが成立する.このとき

W
πZ
n

T ≥ 1

VT
⇔ W

πX
n

T ≥ 1 ⇔ (Ln · X)T ≥ 1− ϵn (5.14)

となる.そこで L̃n = 1√
ϵn
Lnと置くと, L̃n ∈ Hsmall√

ϵn
(X)かつ

P
{
(L̃n · X)T ≥ 1

√
ϵn

−
√
ϵn

}
≥ α (5.15)

が成立する. ϵn ↓ 0に注意して, (L̃n)n∈NはXにおける (AA1)となる.

(B) (Kn)n∈Nが Zにおける (AA1)であるとする.このときある ϵn ↓ 0, cn ↑ ∞,お
よび α > 0が存在し,任意の n ∈ Nに対し

• Kn ∈ Hsmall
ϵn かつ

• P{(Kn · Z)T ≥ cn} ≥ α

が成立する.各 n ∈ Nに対し πZ
n = (ϵn, K

n)と置くと,補題 5.18よりある
πX
n = (ϵn, L

n), Ln ∈ Hsmall
ϵn (X)が存在し, W πZ

nV = W πX
nが成立する.このとき

(Kn · Z)T ≥ cn ⇔ W
πX
n

T ≥ (ϵn + cn)VT (5.16)

となる.そこで δn = ϵn
ϵn+cn

, L̃n = 1
ϵn+cn

Ln, π̃X
n = (δn, L̃

n)と置くと, L̃n ∈
Hsmall
δn

(X)かつ
P{W π̃X

n
T ≥ VT} ≥ α (5.17)

が成立する. δn ↓ 0に注意して, (π̃X
n )n∈NはXにおける VT の (ADP1)となる.

(iv) (A) (πZ
n)n∈NがZにおける 1

VT
の (ADP2)であるとする.このときある c ∈ (0, 1)が

存在し,

• 任意の n ∈ Nに対し πZ
n(c,K

n), Kn ∈ Hsmall
c (Z) かつ

• limn→∞ P
{
W

πZ
n

T ≥ 1
VT

}
= 1

が成立する.各 n ∈ Nに対し,補題 5.18よりある πX
n = (c, Ln), Ln ∈ Hsmall

c (X)
が存在し, W πZ

nV = W πX
nが成立する.このとき

W
πZ
n

T ≥ 1

VT
⇔ W

πX
n

T ≥ 1 ⇔ (Ln · X)T ≥ 1− c (5.18)

となる.そこで L̃n = 1
c
Lnと置くと, L̃n ∈ Hsmall

1 (X)かつ

lim
n→∞

P
{
(L̃n · X)T ≥ 1

c
− 1

}
= 1 (5.19)

が成立する. 1
c
− 1 > 0に注意して, (L̃n)n∈NはXにおける (AA2)となる.
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(B) (Kn)n∈Nが Zにおける (AA2)であるとする.このとき

• 任意の n ∈ Nに対しKn ∈ Hsmall
1 かつ

• ある c > 0が存在し, limn→∞ P{(Kn · Z)T ≥ c} = 1

が成立する.各 n ∈ Nに対し πZ
n = (c,Kn)と置くと,補題 5.18よりある πX

n =

(1, Ln), Ln ∈ Hsmall
1 (X)が存在し, W πZ

nV = W πX
nが成立する.このとき

(Kn · Z)T ≥ c ⇔ 1

1 + c
(1 + (Ln · X)T ) ≥ VT (5.20)

となる.そこで c̃ = 1
1+c

, L̃n = 1
1+c

Ln, π̃X
n = (c̃, L̃n)と置くと, L̃n ∈ Hsmall

c̃ (X)
かつ

lim
n→∞

P{W π̃X
n

T ≥ VT} = 1 (5.21)

が成立する. c̃ ∈ (0, 1)に注意して, (π̃X
n )n∈Nは Xにおける VT の (ADP2)と

なる.

次の命題は small marketにおける先行研究 [28]の結果の large financial marketへの
一般化である.

命題 5.19. Sを (NUPBR)を満たす large financial marketとする. H ∈ Hlarge
1 とし,

WH = 1 +H · Sと置く. WH
T > 0 a.s.と仮定する.このとき

inf
t∈[0,T ]

WH
t > 0 a.s. (5.22)

が成立する.

証明. A = {inft∈[0,T ]WH
t = 0}と置く. P(A) = 0を示す. P(A) = δ > 0と仮定して矛盾

を導く.

An = A ∩
{
WH
T ≥ 1

n

}
(5.23)

と置くと,仮定より P(An) ↑ P(A)となる.すなわち,あるN ∈ Nが存在し, n ≥ N なる任
意のn ∈ Nに対し P(An) ≥ δ

2
が成立する.一方, H ∈ Hlarge

1 より,ある列 (Hk)k∈N ⊂ Hsmall
1

が存在し, Hk · S S−→
k→∞

H · Sが成立する. W k = 1+Hk · S, k ∈ Nと置くと, W k S−→
k→∞

WH,

特に [0, T ]上でW k up−→
k→∞

WHとなる.したがって各 n ≥ N および ϵ ∈ (0, 1
2n
)に対し

P
({

inf
t∈[0,T ]

W k
t ≥ ϵ or W k

T <
1

n
− ϵ

}
∩ An

)
k→∞−→ 0 (5.24)

が成立する.さらに各 k ∈ Nに対し

(左辺) = P(An)− P
({

inf
t∈[0,T ]

W k
t < ϵ and W k

T ≥ 1

n
− ϵ

}
∩ An

)
≥ δ

2
− P

{
inf

t∈[0,T ]
W k
t < ϵ and W k

T ≥ 1

n
− ϵ

}
(5.25)
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となる.したがって,各 n ≥ N , ϵ = 1
n2 に対しある kn ∈ Nが存在し,

P
{

inf
t∈[0,T ]

W kn
t <

1

n2
and W kn

T ≥ 1

n
− 1

n2

}
≥ δ

4
(5.26)

が成立する.

今,各 n ≥ N に対し

Bn =

{
inf

t∈[0,T ]
W kn
t <

1

n2
and W kn

T ≥ 1

n
− 1

n2

}
, (5.27)

τn = inf

{
t ∈ [0, T ] | W kn

t ≤ 1

n2

}
∧ T (5.28)

と置くと, P(Bn) ≥ δ
4
かつBn ⊂ {τn < T}となる.そこでKn = n2Hkn1l]]τn,T ]]と置くと,

Kn ∈ Lsmall(S)かつ

(Kn · S)t =

{
0 on {t < τn}
n2(W kn

t −W kn
τn ) ≥ −1 on {t ≥ τn}

, (5.29)

したがってKn ∈ Hsmall
1 となる.さらに

(Kn · S)T = n2(W kn
T −W kn

τn ) ≥ n2

(
1

n
− 1

n2
− 1

n2

)
= n− 2 on Bn (5.30)

より, P{(Kn · S)T ≥ n − 2} ≥ δ
4
が成立する.これは任意の n ≥ N に対して成立するの

で,仮定 (NUPBR)に矛盾する.

例 5.20. 確率空間 (Ω,F ,P)上のLarge financial market X = ((Sn)n∈N, 1, V )を次で定義
する; {

Snt = 0, ∀t ∈ [0, T ), ∀n ∈ N
SnT = Yn, ∀n ∈ N

,

{
Vt = 1, ∀t ∈ [0, T )

VT = ξ
. (5.31)

ただし {(Yn)n∈N, ξ}は独立であり,

P{Yn = 1} = pn, P{Yn = −1} = 1− pn, pn ∈ (0, 1), pn ↑ 1 (5.32)

かつ ξはパラメータ 1の指数分布に従うとする. Xにより生成されるフィルトレーショ
ン Fを考える.

このとき有限次元可予測過程Hは確定的な関数となり,その確率積分 (H ·X)T はある
ベクトル (hk)

d
k=0 ∈ Rd+1により

(H · X)T = h0(ξ − 1) +
d∑

k=1

hkYk (5.33)

と書ける.そこで可予測過程HをH = (hk)
d
k=0などと表す. λ > 0に対し

Hsmall
λ =

∪
d∈N

{
H = (hk)

d
k=0 ∈ Rd+1 | h0 ≥ 0 かつ h0 +

d∑
k=1

|hk| ≤ λ

}
(5.34)

となる.

この設定の下, Xの無裁定条件について考える.
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命題 5.21. Xは (NA)small および (NAA1) (⇔ (NUPBR))を満たすが, (NA)large と
(NAA2)は満たさない.

証明. Xが (NA)smallを満たさないと仮定する.このときあるH = (hk)
d
k=0 ∈ Hsmall

1 (X)
が存在し,

(H · X)T = h0(ξ − 1) +
d∑

k=1

hkYk

{
≥ 0 a.s.

> 0 with positive probability
(5.35)

となる.さらにadmissibilityよりh0 ≥ 0かつh0+
∑d

k=1 |hk| ≤ 1が成立する.今, {(Yn)n∈N, ξ}
は独立であり,各 Ykは正の確率で±1の値を取ることに注意して, (H ·X)T ≥ 0 a.s.より

h0ξ ≥ h0 +
d∑

k=1

|hk| a.s. (5.36)

とならなければならない.もし h0 > 0なら

ξ ≥ 1 +
1

h0

d∑
k=1

|hk| > 0 a.s. (5.37)

となるが,これは ξの取り方に反する.よって h0 = 0である.したがって, admissibilityに
注意して, h1 = · · · , hd = 0,ゆえに (H · X)T = 0 a.s.となる.これは (H · X)T > 0 with

positive probavility に矛盾する.したがってXは (NA)smallを満たす.

次に, Xが (NAA1)を満たさない,すなわち (AA1) (Hn)n∈Nが存在すると仮定する.こ
のときある ϵn ↓ 0, cn ↑ ∞,および α > 0が存在し,任意の n ∈ Nに対し

(Adm) Hn = (hnk)
d(n)
k=0 ∈ Hsmall

ϵn (X) ( i.e. hn0 ≥ 0かつ hn0 +
∑d(n)

k=1 |hnk | ≤ ϵn) かつ

(Arb) P{(Hn · X)T ≥ cn} ≥ α ( i.e. P{hn0 (ξ − 1) +
∑d(n)

k=1 h
n
kYk ≥ cn} ≥ α)

が成立する. (Adm)より特に h0 ∈ [0, ϵn],
∑d(n)

k=1 |hnk | ≤ ϵn,ゆえに

(Hn · X)T = hn0 (ξ − 1) +

d(n)∑
k=1

hnkYk ≤ ϵnξ + ϵn (5.38)

となる.したがって (Arb)より

P
{
ξ ≥ cn

ϵn
− 1

}
≥ α (5.39)

となるが, ϵn ↓ 0, cn ↑ ∞より,矛盾.したがってXは (NAA1)を満たす.

各 n ∈ Nに対しHn = (0, · · · , 0, 1) ∈ Rn+1を考える.このときHn ∈ Hsmall
1 かつ

(Hn · X)T = SnT = Yn
P−→

n→∞
1 (5.40)

となる.ゆえにH = (Hn)n∈N ∈ Hlarge
1 (X)かつ (H ·X)T = 1 a.s.となり, Xは (NA)largeを

満たさないことが示せた.さらにこの (Hn)n∈Nは明らかに (AA2)でもあり, Xが (NAA2)

を満たさないことがわかる.
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次に,基準財を変更し,新しい large financial market Z = ((S
n

V
))n∈N,

1
V
, 1)を考える. Z

に関する無裁定条件を調べるために, Xにおける VT の dominating conditionを調べる.

命題 5.22. VT はXにおいて (NDP )small, (NGDP ), (NADP1), (NADP2)を満たす.

証明. (NDP )small

Xにおいて VT に関する (DP )small π = (1, H), H = (hk)
d
k=0 ∈ Hsmall

1 (X)が存在したと
仮定し,矛盾を導く.このとき次が成立する;

(Adm) h0 ≥ 0 かつ h0 +
∑d

k=1 |hk| ≤ 1;

(Dom)

W π
T = 1 + h0(ξ − 1) +

d∑
k=1

hkYk

{
≥ ξ a.s.

> ξ with positive probability
. (5.41)

(Dom)より (1 − h0)ξ ≤ 1 − h0 +
∑d

k=1 |hk| a.s.が成立する.もし h0 < 1なら ξ ≤
1 + 1

1−h0

∑d
k=1 |hk| < ∞ a.s.となり, ξ の取り方に矛盾する.したがって, (Adm)より

h0 = 1, h1 = · · · , hd = 0となる.しかしこのときW π
T = ξとなり, (Dom)に矛盾する.

(NGDP )

Xにおいて VT に関する (GDP ) π = (1,H), H ∈ Hlarge
1 (X)が存在したと仮定し,矛盾

を導く. H ∈ Hlarge
1 (X)より,ある列 (Hn)n∈N ⊂ Hsmall

1 (X)が存在し, (Hn ·X)T
P−→

n→∞
H ·X

となる. P{W π
T > VT} > 0より,ある δ ∈ (0, 1)およびN ∈ Nが存在し,任意の n ≥ N に

対し
P{1 + (Hn · X)T ≥ VT + δ} > 0 (5.42)

が成立する.さらに, W π
T ≥ VT a.s.より,任意の ϵ > 0に対しあるn = n(ϵ) ≥ Nが存在し,

P{1 + (Hn · X)T ≥ VT − ϵ} ≥ 1− ϵ (5.43)

が成立する.今,各 n ∈ Nに対し Hn = (hnk)
d(n)
k=0 ∈ Hsmall

1 (X),すなわち hn0 ≥ 0かつ
hn0 +

∑d(n)
k=1 |hnk | ≤ 1が成立する.したがって,各 x ∈ Rに対し

1 + (Hn · X)T ≥ VT + x =⇒ (1− hn0 )ξ ≤ 2(1− hn0 )− x (5.44)

となる. x = δ > 0を考えると,任意の n ≥ N に対し P{(1− hn0 )ξ ≤ 2(1− hn0 )− δ} > 0

となる.したがって hn0 < 1かつ P{ξ ≤ 2− δ
1−hn0

} > 0,ゆえに hn0 < 1− δ
2
となる.一方,任

意の ϵ > 0に対し x = −ϵを考えると, n = n(ϵ) ≥ N に対し

P{(1− hn0 )ξ ≤ 2(1− hn0 ) + ϵ} ≥ 1− ϵ, (5.45)

したがって, hn0 < 1− δ
2
に注意して

P
{
ξ ≤ 2 +

2

δ
ϵ

}
≥ 1− ϵ (5.46)

となる. ϵ ↓ 0とすると矛盾が生じる.

(NADP1)

Xにおいて VT に関する (ADP1) (πn)n∈Nが存在したと仮定し,矛盾を導く.このとき
ある ϵn ↓ 0および α > 0が存在し,任意の n ∈ Nに対し
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(Adm) Hn = (hnk)
d(n)
k=0 ∈ Hsmall

ϵn (X) ( i.e. hn0 ≥ 0かつ hn0 +
∑d(n)

k=1 |hnk | ≤ ϵn) かつ

(Dom) P{W πn

T ≥ VT} ≥ α ( i.e. P{ϵn + hn0 (ξ − 1) +
∑d(n)

k=1 h
n
kYk ≥ ξ} ≥ α)

が成立する. (Adm)より

ϵn + hn0 (ξ − 1) +

d(n)∑
k=1

hnkYk ≥ ξ ⇒ ξ ≤ ϵn
1− ϵn

(5.47)

となる.したがって (Dom)より P{ξ ≤ ϵn
1−ϵn} ≥ α, ∀n ∈ Nとなるが, ϵn ↓ 0より, ξの取

り方に矛盾する.

(NADP2)

Xにおいて VT に関する (ADP2) (πn)n∈Nが存在したと仮定し,矛盾を導く.このとき
ある c ∈ (0, 1)が存在し,

(Adm) 任意の n ∈ Nに対しHn = (hnk)
d(n)
k=0 ∈ Hsmall

c (X) かつ

(Dom) limn→∞ P{W πn

T ≥ VT} = 1

が成立する.上と同様に, (Adm)より,任意の n ∈ Nに対し

c+ hn0 (ξ − 1) +

d(n)∑
k=1

hnkYk ≥ ξ ⇒ ξ ≤ c

1− c
(5.48)

となる.したがって (Dom)より P{ξ ≤ c
1−c} = 1となるが,これは ξの取り方に矛盾す

る.

したがって,定理5.17よりZは (NA)small, (NA)large, (NAA1) (⇔ (NUPBR)), (NAA2)

を満たす. Large financial marketにおける数理ファイナンスの基本定理よりZは (ESM)

を満たす.

しかし, Zは (EσM)を満たさないことがわかる.今の場合, σ-マルチンゲールとマル
チンゲールは一致するので, (EσM) ⇔ (EMM)であることに注意する.

命題 5.23. Zは (EMM)を満たさない.

証明. Q ∈ Me(Z)が存在したと仮定する.このとき EQ[
1
ξ
] = 1かつ EQ[

Yn
ξ
] = 0, ∀n ∈ N

となる.今, P{Yn = 1} n→∞−→ 1かつ P ∼ QよりQ{Yn = 1} n→∞−→ 1となる.したがって,優
収束定理 (ξ ∈ L1(Q)に注意)より

0 = EQ

[
Yn
ξ

]
n→∞−→ EQ

[
1

ξ

]
(5.49)

となり,矛盾が生じる.

注意 . 上の例は非常に簡単な 1期間 large financial marketであるが,この設定でも次の
ような非自明な結果が従うことが示せた;

(i) Xは (NA)smallを満たすが (NA)largeは満たさない;

(ii) 基準財変更により (NA)large, (NAA2)が保存しない;

(iii) Zは (ESM)を満たすが (EσM) (⇔ (EMM))は満たさない.
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今後の課題
例 5.20からわかる通り,無裁定条件 (NA)large, (NFLV R)largeは基準財変更により保

存しない.またこのような現象は small marketにおいても見られる [11].これは非常に奇
妙な結論であると言える.実際は,どのような基準財で価格を計算しても「無裁定」とい
う定性的な性質は不変であると考えられる.そのため,無裁定条件が保存するような「良
い基準財」を考えるか,「無裁定」の概念を基準財の取り方に依存しないように定義し直
す必要があると考える.後者のアプローチは最近の研究 [15]で試みられているが,この論
文では small marketの枠組みに限定されている.今後の研究では large financial market

の枠組みで基準財の取り方に依存しないような (近似的)無裁定の概念を定式化する必要
があると考える.

また, 無裁定理論で頻繁に現れるL0(Ω,F ,P)上の凸集合の性質についても研究の余地
がある.無裁定理論に限らず,数理ファイナンス全般において,同値確率測度の変換のテク
ニックがしばしば用いられる.クレームの集合や無裁定条件などの定性的な対象は同値
確率測度の変換で不変であることが要請される.このような観点に立つと,数理ファイナ
ンスの諸概念において考えるべき確率変数のクラスとしてはL0(Ω,F ,P)かL∞(Ω,F ,P)
に限定される.しかしL∞(Ω,F ,P)は考察対象として小さすぎると考えられており,した
がって L0(Ω,F ,P)が最も重要な考察対象となる. L0(Ω,F ,P)は自明な場合を除いて局
所凸ではない位相線形空間である.そのため局所凸空間における関数解析学の強力な理
論 (Hahn-Banachの定理やMinimax定理,双極定理など)がそのままでは使えないとい
う難点がある.無裁定理論からの要請から,近年は L0(Ω,F ,P)における実解析的な研究
が C. Kardaras, G. Z̆itković, W. Schachermayerらを中心に盛んに研究されている ([3],

[20], [21], [29]).特に [20]では基準財 (numéraire)の概念がL0
+(Ω,F ,P)上の一般の凸集合

に対して定義され,その特徴づけがなされている.数理ファイナンスの研究から実解析的
な新しい理論が展開することは非常に興味深い.今後は無裁定理論の研究経験を活かし,

L0
+(Ω,F ,P)の凸集合の構造に関する理論の発展にも貢献したいと考えている.
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