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記号

• N = {0, 1, 2, . . . }：0以上の整数全体からなる集合．

• N+ = {1, 2, 3, . . . }：1以上の整数全体からなる集合．

• T = R/Z：1次元トーラス．

• x = (xi)
d
i=1 ∈ Rd, k = (ki)

d
i=1 ∈ Ndに対して，

xk :=

d∏
i=1

xkii , k! :=

d∏
i=1

ki!, |k| :=
d∑

i=1

ki, ∂k :=

d∏
i=1

(
∂

∂xi

)ki

と表す．

• C(X;Y )：位相空間X から位相空間 Y への連続写像全体からなる集合．Y = Rのと
きは C(X)と表す．

• L(X,Y )：線形空間X から線形空間 Y への線形写像全体からなる集合．X,Y に位相
が定義されているときは，連続線形写像全体からなる集合．

• A(x), B(x) を変数 x の非負値関数とする．x に依存しない定数 c > 0 が存在して，
A(x) ≤ cB(x)が成り立つとき，

A(x) ≲ B(x)

と表す．

• グラフGの頂点集合をNG, 辺集合をEGと表す．

• |A|：有限集合Aの要素の個数．

• 〈A〉：集合Aによって生成される線形空間．

• IdX：線形空間X 上の恒等写像．
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第 1回の内容� �
• SSPDEの繰り込み

• ラフパス理論の概略� �
1 特異確率偏微分方程式
1.1 確率偏微分方程式
時空変数 (t, x) ∈ R × Rd によって添字付けられた確率変数 X(t, x) = X(t, x;ω) の族

（確率場）が満たす偏微分方程式を確率偏微分方程式 (Stochastic Partial Differential

Equation, SPDE)という．この講義では，ノイズと呼ばれる確率場 ξ(t, x)が与えられた
とき，それによって駆動される放物型 SPDE

(∂t −∆)u(t, x) = f(u(t, x),∇u(t, x)) + g(u(t, x))ξ(t, x) (1.1)

を考える．変数ωは慣例によって省略される．ξとしては（Gauss型）時空ホワイトノイズ：
E[ξ(t, x)] = 0, E[ξ(t, x)ξ(s, y)] = δ(t− s)δ(x− y) （デルタ関数）

を満たすGauss型確率変数の族を主に考える．正確な定義は 6.1章で与える．
例 1.1.

(1) a ∈ Rを定数とし，SPDE

(∂t −∆)φ(t, x) = −aφ(t, x)− φ(t, x)3 + ξ(t, x) (1.2)

を考える．a > 0のときは動的 φ4d模型 (dynamical φ4d model)，a < 0のときは確率
Allen-Cahn方程式などと呼ばれる．これは，注意 1.1（後述）のような Langevin

方程式を形式的に無限次元空間に拡張したものであり，

µ(dφ) =
1

Z
exp

{
− 2

∫
Rd

(
1

2
|∇φ(x)|2 + a

2
φ(x)2 +

1

4
φ(x)4

)
dx

} ∏
x∈Rd

dφ(x)

という（超）関数空間上の確率測度を唯一の不変測度としてもつと考えられる．Parisi

とWu [115]は，この測度を不変測度としてもつようなMarkov過程を構成するため
に，方程式 (1.2)を考案した．

(2) Kardar, Parisi, Zhang [94]は，界面のランダムな成長を表すモデルとして，KPZ方
程式

(∂t −∆)h(t, x) = |∇h(t, x)|2 + ξ(t, x) (1.3)

を考案した．h(t, x)は時刻 t, 位置 xにおける界面の高さを表す．

注意 1.1.

V : R→ Rは C2級で，0 < inf V ′′ ≤ supV ′′ <∞を満たすとする．{Bt}t≥0を 1次元標準
Brown運動とし，確率微分方程式

dXt = −V ′(Xt)dt+ dBt

を考える．この方程式の解Xtの分布は，t→∞のとき 1
Z e

−2V (x)dx (Z :=
∫
R e

−2V (x)dx) と
いう R上の確率測度に収束する．
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問 1.

V (x) = x2のとき，X0 = x ∈ Rを出発する解Xx
t の分布を求めよ．

1.2 SPDE (1.1)の適切性/非適切性
SPDE (1.1)を解くには，まず適切な関数空間を設定しなければならない．(1.1)は放物型

の方程式だから，R× Rd上の放物型距離
‖(t1, x1)− (t2, x2)‖s := |t1 − t2|

1
2 + |x1 − x2|

に基づくHölder-Besov空間 Cαs (= Bα
∞,∞,s)を用いると便利である．α < 0の場合の正確

な定義は 4.2章で行うが，このとき Cαs の元は一般に超関数となる．

命題 1.1 ([7, Theorem 2.82], [69, Proposition 4.14]).

α+ β > 0のとき，連続双線形写像M : Cαs × C
β
s → Cα∧βs で，連続関数 f, gに対しては

M(f, g)(z) = f(z)g(z) (z ∈ R× Rd)

を満たすものが一意的に存在する．

例として，動的 φ4d 模型 (1.2)を解くための関数空間を考えよう．以下，α ∈ Rに対し，
Cα−s :=

⋂
β<α C

β
s と表す．時空ホワイトノイズ ξ は確率 1で C−

d+2
2

−
s,loc に属するため（命題

6.1），Schauder評価により，未知関数φは C
2−d
2

−
s,loc に属する．d = 1ならば問題ないが，d ≥ 2

ではφが超関数となるため，非線形項φ3を標準的な意味で定義できない．このような SPDE

を特異確率偏微分方程式 (singular SPDE, SSPDE)という．

1.3 SSPDEの繰り込み
超関数の積をそのまま扱うのは無理なので，解を近似的に捉えることを考える．∫ ρ(t, x)dtdx =

1を満たす関数 ρ ∈ C∞
0 (R1+d)をとり，各 n ∈ N+に対して

ρn(t, x) := n2+dρ(n2t, nx), ξn(t, x) := (ξ ∗ ρn)(t, x)

とおく．このとき ξnは確率 1で滑らかな関数であり，n→∞のとき ξに収束する．（空間変
数 xのみの畳み込みを考えることもある．）以下，簡単のため xの定義域を Td = (R/Z)dと
して考える．

命題 1.2 ([78]).

u0 ∈ C0−s (T2)とする．2次元確率Allen-Cahn方程式{
(∂t −∆)un = un − u3n + ξn, (t, x) ∈ (0,∞)× T2

un|t=0 = u0 x ∈ T2

の解 unは，n → ∞のとき 0に確率収束する．ただし，ξnは xのみの畳み込みで定義
する．
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一方，繰り込みと呼ばれる変形を行えば，非自明な極限を得られることがある．

定理 1.3 ([38, 69, 60]).

d = 2, 3とする．ランダムでない定数の列 {Cn}n∈N+ で，任意の φ0 ∈ C
2−d
2

−
s (Td)に対

し，動的 φ4d模型{
(∂t −∆)φn = −φ3n + Cnφn + ξn, (t, x) ∈ (0,∞)× Td

φn|t=0 = φ0 x ∈ Td

の解 φnが n→∞のとき確率収束するようなものが存在する．この定数 Cnは

Cn =

O(log n) (d = 2)

O(n) (d = 3)

を満たし，さらに φ := limn→∞ φn が ρのとり方に依らないように選ぶことができる．
また，φの分布はGauss型ではない．

注意 1.2.

φが満たす方程式を，形式的に

(∂t −∆)φ(t, x) = −φ(t, x)3 +∞φ(t, x) + ξ(t, x)

と表すことがある．

1.4 証明の概略
Da Pratoと Debussche [38]による，d = 2の場合の証明の概略を説明する．初期条件は

あまり重要ではないので無視する．まず，解の分解 φn = Xn + Ynを，{
(∂t −∆)Xn = ξn,

(∂t −∆)Yn = −(X3
n − 3cnXn)− 3(X2

n − cn)Yn − 3XnY
2
n − Y 3

n

（ただし cn = 1
3Cn）によって定める．

• Xnの regularityは 0−と低いが，線形方程式の解であるため確率論的には扱いやすい．
特に，Gauss型確率変数の性質を使うと，X2

n − cnとX3
n − 3cnXn が n→∞のとき

確率収束することを証明できる．

• Ynは非線形方程式の解だが，Schauder評価により regularityが 2−となるため，通常の
PDEの議論を適用できる．特に，任意に与えられた外力項の組X = (X,X :2:, X :3:) ∈
(C0−s )3に対して，方程式

(∂t −∆)Y = −X :3: − 3X :2:Y − 3XY 2 − Y 3

はただ一つの時間大域解をもち，さらに解写像X ∈ (C0−s )3 7→ Y ∈ C2−s は連続である．
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以上の議論を図式にまとめる．実線は連続写像を，破線は超関数にまでは連続拡張できな
い写像を表す．

X (X,Y )

ξ φ

S
R

+ι

S

下部右向き矢印 S : ξ 7→ φは，ξが十分滑らかな場合の方程式

(∂t −∆)φ = −φ3 + ξ

の解写像を表す．この写像はホワイトノイズ ξを許容するようには連続拡張できないため，代
わりに拡張されたノイズXと拡張された解写像S : X 7→ (X,Y )を考える．これと和φ = X+Y

の連続性から，拡張されたノイズの列 {Xn}n∈N+ が収束すれば，対応する {φn}n∈N+ も収束
することが分かる．ここまでは決定論的な PDEの議論であり，確率論は全く使われていな
い．さて，ξnを標準的に持ち上げた

ι(ξn) = (Xn, X
2
n, X

3
n)

を考えると，これ自体は収束しない．しかし，定数 cn = E[X2
n]をとれば，その変形

Xn := Rnι(ξn) = (Xn, X
2
n − cn, X3

n − 3cnXn)

は収束することが分かる．確率論が使われるのはここだけである．このXnに対応する φnが

(∂t −∆)φn = −φ3n + 3cnφn + ξn

を満たすことから，定理 1.3が得られる．極限の非自明性（Gaussでないこと）については
[60]を参照せよ．
d = 3の場合はDa PratoとDebusscheの手法をそのまま用いることはできないが，Hairer

[68, 69]は rough path理論 [98, 57]の考え方を持ち込むことで，上記の手法を d = 3に拡張
することに成功した．Hairerが導入した新しい手法を正則性構造 (regularity structure)

理論という．この理論が特に優れているのは，動的 φ4d模型だけでなく，KPZ方程式など他
の多くの SSPDEを統一的に扱えることである．

定理 1.4 ([69, 23, 31, 21]).

方程式 (1.1)を x ∈ Tdの下で考える．dがある臨界次元未満であり，またノイズ以外の
「反復積分」の regularityが低すぎなければ，方程式 (1.1)は繰り込み可能である．

次元に関する 1つ目の条件について，本質的なのは「(1.1)の右辺の regularityはノイズ
ξよりも高い」ということである．例えば動的 φ4d模型では d = 4，KPZ方程式では d = 2

が臨界次元となる．特に，d = 1のKPZ方程式は繰り込み可能で，

(∂t − ∂2x)h = (∂xh)
2 −∞+ ξ (1.4)

と与えられる．（この結果は [18]で既に得られている．）臨界次元以上では，正則性構造理論
を適用することはできない．
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Regularityに関する 2つ目の条件について，詳細は定理 6.11や定理 6.12を確認せよ．こ
こでは，臨界次元未満であっても繰り込みできない SPDEの例を示す．d = 1のKPZ方程
式において，ノイズの regularityを下げる演算子を付けた

(∂t − ∂2x)h = (∂xh)
2 + (−∂2x)

α
2 ξ (α ≥ 0) (1.5)

という SPDEを考える．(−∂2x)1/2ξの regularityは，α = 1
2 のときに d = 2の時空ホワイト

ノイズと等しくなる．KPZ方程式の臨界次元は d = 2であるから，(1.5)は α < 1
2 で繰り込

み可能と予想できる．しかし実際には，α < 1
4 でなければ (1.4)のような「無限大を引く」

という形の繰り込みはできないことが分かっている [87]．

1.5 関連する話題
• 正則性構造理論以外の繰り込みの方法

– Paracontrolled calculus：[61, 28, 8]

– 繰り込み群の方法：[95, 42]

• 特定の SSPDEの研究

– 動的 φ4d模型：解のアプリオリ評価 [104, 105, 59, 103, 33, 93]，不変測度の構成
[4, 60, 17, 82, 5, 10]，Ising模型との関係 [106, 55].

– KPZ方程式：時間大域的適切性 [68, 65, 116], energy solutionの方法 [54, 64]，
非線形項の一般化 [22].

– 準線形方程式（∆を a(u)∆に）：[114, 49, 11, 52, 97, 113, 16, 15]

– Anderson模型：[70, 6, 96, 66, 107, 122, 102]，
– その他：確率Navier-Stokes方程式 [37, 125]，動的 sine-Gordon模型 [80, 32]，動
的 exp(φ)2 模型 [50, 3, 88, 89, 111, 110, 44]，確率 Yang-Mills方程式 [29, 30]，
HJB方程式 [124]

• 一般の SSPDEの研究

– 解の性質：Freidlin-Wentzell型大偏差原理 [84]，Wong-Zakai型近似定理 [75]，中
心極限定理 [81, 76]，強 Feller性 [74]，Stroock-Varadhan型台定理 [79]

– 弱普遍性：KPZ方程式 [77, 85]，動的 φ4d模型 [119, 90, 46].

– 定義域の拡張：Riemann多様体 [39]，境界条件 [51, 53]，格子極限 [73, 45].

• 臨界次元，優臨界次元における繰り込み

– φ4d模型の自明性：d ≥ 5 [1, 48], d = 4 [2].

– KPZ方程式：d ≥ 3 [99, 35, 43, 36], d = 2 [34, 26, 56], d ≥ 2 [25].

– Navier-Stokes方程式：[24, 91]

• 放物型以外：波動方程式 [62, 63, 109, 112]，Schrödinger方程式 [40, 41].

• 実解析的側面の深化：再構成定理の証明 [27, 118, 19], Besov 型 modelled distribu-

tion [70, 71, 72]，Triebel-Lizorkin型modelled distribution [86]，正則性構造理論と
paracontrolled calculusの関係 [101, 12, 13]

9



2 Rough path理論の基礎
Gubinelli [57]による rough path理論（controlled path理論）を解説する．

2.1 確率微分方程式
B : [0, 1] → Rdを連続関数，f = (fai )1≤i≤d, 1≤a≤e : Re → L(Rd,Re)を十分滑らかな関数

とし，積分方程式

Xa
t = xa +

d∑
i=1

∫ t

0
fai (Xs)dB

i
s (1 ≤ a ≤ e, t ≥ 0) (2.1)

を考える．BがBrown運動のような確率過程のとき，(2.1)を確率微分方程式という．Brown
運動の標本軌道は「連続だが至るところ微分不可能」な関数だから，右辺の線積分を標準的な意
味で定義できるとは限らない．実際，次の条件 (1)(2)を満たす可分Banach空間B ⊂ C([0, 1])
は存在しない [47, Proposition 1.1]．
(1) 1次元標準 Brown運動の標本軌道は，確率 1で Bに含まれる．

(2) 連続双線形写像 I : B × B → C([0, 1])で，Bが C1級であるとき

I(X,B)(t) =

∫ t

0
XsḂsds

となるものが存在する．

2.2 Young積分
微分不可能な関数に沿う線積分でも定義できる場合がある．

定義 2.1.

α ∈ (0, 1]とする．
‖X‖Cα := |X0|+ sup

0≤s<t≤1

|Xt −Xs|
|t− s|α

<∞

を満たす連続関数X : [0, 1]→ Rd全体からなる Banach空間を Cα([0, 1];Rd)と表す．

定理 2.1 ([123]).

X ∈ Cα([0, 1];R), B ∈ Cβ([0, 1];R)とする．α+ β > 1ならば，Young積分
∫ t

s
XdB := lim

P⊂[s,t], |P|→0

N∑
k=1

Xtk−1
(Btk −Btk−1

) (0 ≤ s < t ≤ 1)

が存在する．ここで，P は [s, t]の分割 {s = t0 < t1 < · · · < tN = t}全体を動き，
|P| = max1≤k≤N |tk − tk−1|は分割の幅を表す．
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次の補題の証明は次回行う．

補題 2.2 (Sewing lemma).

γ > 1とする．Ξは := {(t, s) ∈ [0, 1]2 ; t > s}上の実数値関数で，

‖Ξ‖γ := sup
0≤s<u<t≤1

|Ξts − Ξtu − Ξus|
|t− s|γ

<∞

を満たすとする．このとき，任意の (t, s) ∈ に対し∫ t

s
Ξ := lim

P⊂[s,t], |P|→0

N∑
k=1

Ξtktk−1

が存在する．特に，∫ Ξは次の性質を満たす．

(1) 区間の和に関して加法的である：
∫ t

s
Ξ =

∫ t

u
Ξ +

∫ u

s
Ξ. (s < u < t)

(2) γのみに依存する定数 C > 0で，次式を満たすものが存在する．∣∣∣∣ ∫ t

s
Ξ− Ξts

∣∣∣∣ ≤ C‖Ξ‖γ |t− s|γ . ((t, s) ∈ )

証明 (定理 2.1) Ξts = Xs(Bt −Bs)とおくと，

Ξts − Ξtu − Ξus = Xs(Bt −Bs)−Xu(Bt −Bu)−Xs(Bu −Bs)

= Xs(Bt −Bu)−Xu(Bt −Bu)

= (Xs −Xu)(Bt −Bu) = O(|t− s|α+β)

となる．α+ β > 1だから，補題 2.2を適用できる．

BをBrown運動の標本軌道とすると，確率1でB ∈ C
1
2
−([0, 1];Rd) :=

⋂
α< 1

2
Cα([0, 1];Rd)

となる．このとき，積分方程式 (2.1)の解X についてもX ∈ C
1
2
−([0, 1];Re)と考えるしか

ないから，Young積分は適用できない．

2.3 Rough path

以下，B,X の regularityは共通で

α ∈
(
1

3
,
1

2

]
であるとする．ここからは，すべてのX ∈ Cα([0, 1];Rd)に対して線積分を定義することは
諦め，線積分を定義できるようなX がもつべき構造に注目する．∫ f(X)dBが定義できて
いれば，X の変動は

Xa
t −Xa

s =

∫ t

s
fai (Xu)dB

i
u = fai (Xs)(B

i
t −Bi

s) +O(|t− s|2α) (2.2)
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となるはずである．なお，Einsteinの縮約により，上下に同じ添字（上式では i）があると
きは，その添字に関する和の記号を省略する．

定義 2.2.

B ∈ Cα([0, 1];Rd)とする．連続関数 X = (X,X ′) : [0, 1]→ R⊕ Rdで，

‖X‖2α := sup
0≤s<t≤1

|Xt −Xs − (X ′
s)i(B

i
t −Bi

s)|
|t− s|2α

+ sup
0≤s<t≤1

|X ′
t −X ′

s|
|t− s|α

<∞

を満たすもの全体からなるBanach空間をD2α
B ([0, 1])と表す．D2α

B ([0, 1])の元を，Bに
よって制御されるパス (controlled path)という．

命題 2.3.

f ∈ C3
b (Re)とする．任意の X = (Xa)ea=1 ∈ D2α

B ([0, 1])e =: D2α
B ([0, 1];Re)に対し，

f(X) :=
(
f(X),

(
∂af(X)(Xa)′i

)d
i=1

)
∈ D2α

B ([0, 1])

である．また，写像 X 7→ f(X)は局所 Lipschitz連続である．

問 2.

命題 2.3を示せ．
Y = (Y, Y ′)がBによって制御されているとすると，∫ Y dBiの変動は t− s� 1のとき∫ t

s
YudB

i
u ≒ Ys(B

i
t −Bi

s) + (Y ′
s )j

∫ t

s
(Bj

u −Bj
s)dB

i
u

と近似できるはずである．右辺第 2項のBに関する反復積分はYoung積分としては定義で
きないが，未知関数を含んでいないため，与えられたものとして考えることができる．

定義 2.3.

連続関数 B =
(
(Bi)di=1, (B

ij)di,j=1

)
: → Rd ⊕ Rd2 で，

(1) Chenの関係式

Bi
ts = Bi

tu +Bi
us, Bij

ts = Bij
tu +Bij

us +Bi
tuB

j
us, (s < u < t)

(2) Hölder連続性

‖B‖α := sup
0≤s<t≤1

max
1≤i≤d

|Bi
ts|

|t− s|α
+ sup

0≤s<t≤1
max

1≤i,j≤d

|Bij
ts|

|t− s|2α
<∞

を満たすもの全体からなる集合をΩα([0, 1];Rd)と表す．Ωα([0, 1];Rd)の元をα-Hölder

rough pathという．
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問 3.

B ∈ C1([0, 1];Rd)のとき，

Bi
ts = Bi

t −Bi
s, Bij

ts =

∫ t

s
(Bj

u −Bj
s)Ḃ

i
udu

が 1-Hölder rough pathであることを示せ．これをBの標準的な持ち上げという．

注意 2.4.

Ωα([0, 1];Rd)は線形空間ではないが，

dα(B,C) := sup
0≤s<t≤1

max
1≤i≤d

|Bi
ts − Ci

ts|
|t− s|α

+ sup
0≤s<t≤1

max
1≤i,j≤d

|Bij
ts − C

ij
ts |

|t− s|2α

によって完備距離空間となる．

定理 2.4 ([47, Theorem 4.10]).

B ∈ Ωα([0, 1];Rd), Y ∈ D2α
B ([0, 1])（Bは BのRd成分）とする．α > 1

3 ならば，任意の
(t, s) ∈ に対し∫ t

s
YudBi

u := lim
P⊂[s,t], |P|→0

N∑
k=1

(
Ytk−1

Bi
tktk−1

+ (Y ′
tk−1

)jB
ij
tktk−1

)
が存在し，さらに次式を満たす．∣∣∣∣ ∫ t

s
YudBi

u − YsBi
ts − (Y ′

s )jB
ij
ts

∣∣∣∣ ≲ ‖Y ‖2α‖B‖α|t− s|3α.

証明 Ξts = YsB
i
ts + (Y ′

s )jB
ij
ts とおくと，

Ξts − Ξtu − Ξus = YsB
i
ts − YuBi

tu − YsBi
us + (Y ′

s )jB
ij
ts − (Y ′

u)jB
ij
tu − (Y ′

s )jB
ij
us

= YsB
i
tu − YuBi

tu + (Y ′
s )j(B

ij
tu +Bi

tuB
j
us)− (Y ′

u)jB
ij
tu

= −(Yu − Ys − (Y ′
s )jB

j
us)B

i
tu − ((Y ′

s )j − (Y ′
u)j)B

ij
tu = O(|t− s|3α)

となる．3α > 1だから，補題 2.2を適用できる．

2.4 Rough differential equation

以上の準備により，積分方程式 (2.1)は，写像の合成

X ∈ D2α
B ([0, 1];Re) 7→ f(X) ∈ D2α

B ([0, 1];L(Rd,Re))

7→
(
x+

∫ ·

0
fi(X)dBi, f(X)

)
∈ D2α

B ([0, 1];Re)
(2.3)

の下での不動点問題を解くことと翻訳される．
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定理 2.5 ([47, Theorem 8.3, Theorem 8.5]).

α ∈ (13 ,
1
2 ], f ∈ C

3
b (Re;L(Rd,Re))とする．任意の x ∈ Reと B ∈ Ωα([0, 1];Rd)に対し

て，(2.3)の不動点Xがただ 1つ存在する．また，解写像 S : (x,B) 7→ Xは局所Lipschitz

連続である．

以上の結果を図式にまとめる．Sは古典的な解写像（Bが十分滑らかな場合），ιは標準
的な持ち上げ，pr1は第 1成分への射影を表す．

B X

B X

S

pr1ι

S

Wong-Zakai近似との関係
Bを Brown運動とし，{Bn}∞n=1をその 2進折れ線近似とする．Bnの標準的な持ち上げ

を Bnとすると，|(Bn)ijts| = O(|t− s|2)であることから∫ t

s
fi(Xu)d(Bn)iu = lim

P⊂[s,t], |P|→0

N∑
k=1

fi(Xtk−1
)(Bn)itktk−1

=

∫ t

s
fi(Xu)d(B

n)iu

のように，Bに沿う積分は通常の Riemann-Stieltjes積分と一致する．よって，上の図式に
おけるXn := (pr1 ◦ S)(Bn)は常微分方程式

Xn
t = x+

∫ t

0
fi(X

n
s )d(B

n)is (2.4)

を満たす．n→∞のとき，Bnの Rd2 成分 (Bn)ijtsは Stratonovich型の確率積分に概収束す
ることが確かめられ [47, Proposition 3.6], 従って (2.4)の解Xnも Stratonovich型の確率積
分方程式

Xt = x+

∫ t

0
fi(Xs) ◦ dBi

s

の解に概収束する [47, Theorem 9.3]．
次に，Bnを変形した別の rough path

B̂n
ts :=

(
(Bn)its,

∫ t

s
(Bn)jus(Ḃ

n)iudu−
1

2
(t− s)1i=j

)
を考える．B̂nのRd2 成分は伊藤型の確率積分に概収束するから，X̂n := (pr1 ◦ S)(B̂n)は伊
藤型の確率微分方程式

X̂t = x+

∫ t

0
fi(X̂s)dB

i
s

の解に概収束する．
問 4.

積分の定義（定理 2.4）に戻って考えることで，X̂nが

(X̂n)at = xa +

∫ t

0
fai (X̂

n
s )d(B

n)is −
1

2

∫ t

0

d∑
i=1

e∑
b=1

(f bi ∂bf
a
i )(X̂

n
s )ds

を満たすことを示せ．これは後述する定理 7.1や定理 7.2の簡単な場合である．
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第 2回の内容� �
• Sewing lemmaの証明

• Connes-Kreimer代数

• Branched rough path理論� �
2.5 Sewing lemmaの証明
証明 (補題 2.2) [s, t]の分割 P に対し，Ξ(P) :=

∑N
k=1 Ξtk,tk−1

とおく．まず，定数 C > 0

が存在して，任意の分割 P に対し

|Ξts − Ξ(P)| ≤ C‖Ξ‖γ |t− s|γ (2.5)

を満たすことを示す．∑N−1
k=1 |tk−1 − tk+1| ≤ 2|t− s|だから，|tk−1 − tk+1| ≤ 2

N−1 |t− s| を
満たす kが少なくとも 1つ存在する．このような tkを 1つ選んで P から取り除くと

|Ξ(P)− Ξ(P \ {tk})| = |Ξtk+1tk + Ξtktk−1
− Ξtk+1tk−1

| ≤ ‖Ξ‖γ |tk+1 − tk−1|γ

≤ 2γ

(N − 1)γ
‖Ξ‖γ |t− s|γ

となる．このように分点を 1つずつ取り除いていく操作を，自明な分割 {s, t}になるまで行
うと

|Ξ(P)− Ξts| ≤
∞∑
n=1

2γ

nγ
‖Ξ‖γ |t− s|γ = 2γζ(γ)‖Ξ‖γ |t− s|γ

が得られる．よって，C = 2γζ(γ)とおけば (2.5)が成り立つ．
次に，P ′を P の細分とすると，P の分点ごとに (2.5)を用いることで

|Ξ(P ′)− Ξ(P)| ≤ C‖Ξ‖γ
N∑
k=1

|tk − tk−1|γ ≤ C‖Ξ‖γ |t− s||P|γ−1

が得られる．γ > 1より，{Ξ(P)}は |P| → 0のとき Cauchy有向族であるから収束する．

3 Branched rough path 理論
Gubinelli [58]の branched rough path理論を解説する．

3.1 一般の α ∈ (0, 1]への拡張
2章の rough path理論を α ∈ (0, 13 ]まで拡張したい．まず α ∈ (14 ,

1
3 ]として，(2.2)の展

開を 1次の項まで続けてみる．

Xa
t −Xa

s =

∫ t

s
fai (Xu)dB

i
u =

∫ t

s

(
fai (Xs) + ∂bf

a
i (Xs)(X

b
u −Xb

s) +O(|u− s|2α)
)
dBi

u

= fai (Xs)

∫ t

s
dBi

u + (∂bf
a
i · f bj )(Xs)

∫ t

s

(∫ u

s
dBj

v

)
dBi

u +O(|t− s|3α).

15



このとき，fai (X)の変動は

fai (Xt)− fai (Xs)

= ∂bf
a
i (Xs)(X

b
t −Xb

s) +
1

2
∂b∂cf

a
i (Xs)(X

b
t −Xb

s)(X
c
t −Xc

s) +O(|t− s|3α)

= (∂bf
a
i · f bj )(Xs)

∫ t

s
dBj

u + (∂bf
a
i · ∂cf bj · f ck)(Xs)

∫ t

s

(∫ u

s
dBk

v

)
dBj

u

+
1

2
(∂b∂cf

a
i · f bj · f ck)(Xs)

(∫ t

s
dBj

u

)(∫ t

s
dBk

v

)
+O(|t− s|3α)

となるから，∫ f(X)dBの変動は∫ t

s
fai (Xu)dB

i
u ≒ σai (Xs)

∫ t

s
dBi

u + (∂bf
a
i · f bj )(Xs)

∫ t

s

(∫ u

s
dBj

v

)
dBi

u

+ (∂bf
a
i · ∂cf bj · f ck)(Xs)

∫ t

s

(∫ u

s

(∫ v

s
dBk

w

)
dBj

v

)
dBi

u

+
1

2
(∂b∂cf

a
i · f bj · f ck)(Xs)

∫ t

s

(∫ u

s
dBj

v

)(∫ u

s
dBk

w

)
dBi

u

であると期待できる．実際，下線部の反復積分を rough pathの要素とし，controlled path

の定義を適切に修正すれば，α ∈ (14 ,
1
3 ]まで rough path理論を拡張することができる．し

かし，このままではあまりにも計算が複雑になってしまう．
注意 3.1.

部分積分公式が成り立つ場合は，∫ dBi
∫
dBj =

∫∫
dBidBj +

∫∫
dBjdBiのように積を反復

積分の和に分解できるので，結局は ∫∫ · · · ∫ dBi · · · dBjdBkのような「枝分かれのない」反
復積分のみ考えれば十分である．このような反復積分のみを備えた rough pathをgeometric

rough pathという．部分積分公式は Stratonovich型の確率積分では成り立つが，伊藤型
の確率積分では 2次変分の項が発生し，そのままの形では成り立たない．

3.2 Connes-Kreimer代数
反復積分の構造をグラフを用いて表すと便利である．

定義 3.2.

連結でループをもたない非平面的グラフ τ で，rootと呼ばれる頂点 ρτ をただ 1つも
つものを rooted tree という．Rooted tree τ と，type と呼ばれる写像 t : Nτ →
{0, 1, . . . , d} の組 (τ, t) を (rooted) typed tree という．Typed tree (τ, t) に対し，
‖(τ, t)‖ := |t−1({1, . . . , d})|と表す．なお，しばしば tを省略し，typed treeを τ, σ, η

などと 1文字で表すこともある．

以下，typed treeの集合

B• :=
{
(τ, t) ; t(ρτ ) = 0, t(Nτ \ {ρτ}) ⊂ {1, . . . , d}

}
,

B◦ :=
{
(τ, t) ; t(Nτ ) ⊂ {1, . . . , d}

}
16



を用いる．元を具体的に例示すると次のようになる．Rootは常に一番下に置くこととし，
t(v) = 0である頂点 vを •と，t(v) = i ≥ 1である頂点 vを ◦iと表す．

B• = { • ,
i

,
i j

,
i j

k

, . . . }, B◦ = { ◦i , i

j

, i

j k

, i

j k

ℓ

, . . . }

なお，これらのグラフは非平面的であるから，例えば
i j

k

と
ij

k

は同一視する．
•型の頂点は 1を，◦i型の頂点は Ḃiを，上から下に向かう辺は積分演算子を，1つの頂点

に向かう複数の辺は積を表す．つまり，反復積分との対応関係は次のようになる．
Bts[•] = 1, Bts[τ◦i] = Bts[τ ]Ḃ

i
t (τ ∈ B•),

Bts[Iη] =

∫ t

s
Bus[η]du (η ∈ B◦), Bts[τσ] = (Bts[τ ])(Bts[σ]) (τ, σ ∈ B•)

(3.1)

ここで，typed treeに対する演算を次のように定義する．

定義 3.3.

τ ∈ B•の rootの typeを iに変えた typed treeを τ◦iと表す．

(·)◦i : τ 7→ τ
i

η ∈ B◦の rootから下に向かう辺を 1本付け足した typed treeを Iηと表す．Iηの root

の typeは 0とする．

I : η 7→
η

τ, σ ∈ B•を rootで繋げた typed tree（tree productという）をM(τ, σ)または τσと
表す．

M :
τ

,
σ

7→
τ σ

定義 3.4.

H := 〈B•〉, W := 〈B◦〉とする．線形写像∆ : H → H ⊗H と∆◦ :W →W ⊗H を，以
下のように帰納的に定義する．

∆• = • ⊗ •, ∆◦(τ◦i) = (∆τ)(◦i ⊗ •), (τ ∈ B•)

∆Iη = (I ⊗ Id)∆◦η + • ⊗ Iη, (η ∈ B◦) ∆(τσ) = (∆τ)(∆σ). (τ, σ ∈ B•)

なお，テンソル積同士の積は (τ1 ⊗ τ2)(σ1 ⊗ σ2) = (τ1σ1)⊗ (τ2σ2), 写像のテンソル積は
(f1 ⊗ f2)(τ1 ⊗ τ2) = f1(τ1)⊗ f2(τ2)と定義する．

問 5.

以下を展開せよ：∆◦ i

j

, ∆
i j

k

.
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なお，より直接的な定義も可能である．Rooted tree τ に対し，τ の連結部分グラフで，τ
の rootを含むもの全体からなる集合をA(τ)と表す．σ ∈ A(τ)に対して，τ の中で σを 1点
に潰したグラフを τ/σと表す．σを潰した点の typeは 0とする．例えば下図左のグラフを
τ とし，灰色で囲まれた部分グラフを σとすると，τ/σは下図右のようなグラフになる．

7→

このとき，任意の (τ, t) ∈ B◦ (resp. B•)に対し次式が成り立つ．
∆◦(τ, t) (resp.∆(τ, t)) =

∑
σ∈A(τ)

(σ, t|Nσ)⊗ (τ/σ, t · 1Nτ\Nσ
). (3.2)

Hopf代数に関する用語を手短かに定義する．詳細は [121, 100, 117]などを参照せよ．

定義 3.5.

(1) 線形空間Aに，線形写像M : A⊗A→ A, η : R→ Aが与えられていて
M(M ⊗ IdA) =M(IdA ⊗M) （結合則）, M(η ⊗ IdA) =M(IdA ⊗ η) = IdA

を満たすとき，(A,M, η)を代数 (algebra)という．第 2式では，R⊗A, A⊗ R,
Aを同一視している．M を積，ηを単位射といい，1 = η(1)を単位元という．

(2) 線形空間 C に，線形写像∆ : C → C ⊗ C, ε : C → Rが与えられていて
(∆⊗ IdC)∆ = (IdC ⊗∆)∆ （余結合則）, (ε⊗ IdC)∆ = (IdC ⊗ ε)∆ = IdC

を満たすとき，(C,∆, ε)を余代数 (coalgebra)という．∆を余積 (coproduct)，
εを余単位射 (counit)という．

(3) (B,M, η)は代数であり，(B,∆, ε)は余代数であるとする．∆と εが代数準同型で
ある，すなわち

∆1 = 1⊗ 1, ∆(τσ) = (∆τ)(∆σ),

ε(1) = 1, ε(τσ) = ε(τ)ε(σ)

満たすとき，(B,M, η,∆, ε)を双代数 (bialgebra)という．
(4) (A,M, η)を代数，(C,∆, ε)を余代数とする．線形写像 f, g : C → Aに対し，

f ∗ g :=M(f ⊗ g)∆ : C → A

とおくと，(L(C,A), ∗, η ◦ ε)は代数となる．∗を合成積 (convolution product)

という．
(5) (H,M, η,∆, ε)を双代数とする．IdH が ∗についての逆元をもつ，すなわち

M(S ⊗ IdH)∆ =M(IdH ⊗ S)∆ = η ◦ ε

を満たす線形写像 S : H → Hが存在するとき，(H,M, η,∆, ε, S)をHopf代数と
いい，Sを対合射 (antipode)という．

(6) (H,M, η,∆, ε, S)をHopf代数とする．HからRへの代数準同型全体からなる集合
をGとおくと，(G, ∗, ε)は群となる．これを指標群 (character group)という．

18



問 6.

(4)(6)の主張を示せ．

例 3.1.

記号 {•k}k∈Nd によって生成される線形空間をXと表す．ただし，•0は •と表す．Xの積と
余積を

•k · •ℓ = •k+ℓ, ∆ •k =
∑

ℓ,m∈Nd ; k=ℓ+m

k!

`!m!
•ℓ ⊗ •m

によって定義すると，(X, ·, •,∆, •∗)は双代数となる．ただし，•∗は •∗(•k) = 1k=0によっ
て定義される双対ベクトルである．例えば，

(∆⊗ Id)∆ •k =
∑

ℓ,m ; k=ℓ+m

k!

`!m!
∆ •ℓ ⊗ •m

=
∑

p,q,m ; k=p+q+m

k!

p!q!m!
•p ⊗ •q ⊗ •m

と展開すると，対称性から (∆⊗ Id)∆ •k = (Id⊗∆)∆ •kが分かる．また，対合射を

S(•k) = (−1)|k|•k

と定義すれば，(X, ·, •,∆, •∗, S)はHopf代数となる．
問 7.

Hopf代数となるための残りの性質を証明せよ．

定理 3.1.

H は，tree productの線形拡張M : H ⊗H → H と∆によって Hopf代数の構造をも
つ．単位元は •であり，余単位射は •∗(τ) = 1τ=• (τ ∈ B•)によって定義される双対ベ
クトル •∗である．また，W はH上の右余加群の構造をもつ．すなわち次式が成り立つ．

(∆◦ ⊗ Id)∆◦ = (Id⊗∆)∆◦.

定義 3.6.

H をConnes-Kreimer代数，その指標群GをButcher群という．

証明 (定理 3.1) 余結合則と，対合射の存在のみ示す．
余結合則：‖τ‖に関する帰納法で示す．∆は代数準同型だから，

(∆◦ ⊗ Id)∆◦τ = (Id⊗∆)∆◦τ ⇒ (∆⊗ Id)∆Iτ = (Id⊗∆)∆Iτ

のみ示せばよい．Sweedlerの記法∆◦τ =
∑
τ (1) ⊗ τ (2)を用いると

(∆⊗ Id)∆Iτ = (∆⊗ Id)
(
(I ⊗ Id)∆◦τ + • ⊗ Iτ

)
19



=
∑

∆Iτ (1) ⊗ τ (2) + • ⊗ • ⊗ Iτ

=
∑(

(I ⊗ Id)∆◦τ
(1) + • ⊗ Iτ (1)

)
⊗ τ (2) + • ⊗ • ⊗ Iτ

= (I ⊗ Id⊗ Id)(∆◦ ⊗ Id)∆◦τ + • ⊗ (I ⊗ Id)∆◦τ + • ⊗ • ⊗ Iτ
= (I ⊗ Id⊗ Id)(Id⊗∆)∆◦τ + • ⊗∆Iτ

= (Id⊗∆)
(
(I ⊗ Id)∆◦τ + • ⊗ Iτ

)
= (Id⊗∆)∆Iτ

となる．
対合射の存在：再び Sweedlerの記法∆◦τ =

∑
τ (1) ⊗ τ (2)を用いて，M(Id⊗ S)∆Iτ = 0を

展開すると
SIτ = −

∑
Iτ (1)Sτ (2)

となる．(3.2)の展開より常に ‖τ (2)‖ < ‖τ‖ = ‖Iτ‖であるから，この式と
S(•) = • ⊗ •, S(τσ) = (Sτ)(Sσ)

を仮定すれば（一般に対合射は代数反準同型である [100, Proposition I.7.1]），線形写像 S

が帰納的に定義される．この Sが
M(S ⊗ Id)∆τ = •∗(τ) • (τ ∈ B•)

を満たしていることを示せばよい．‖τ‖ < nのときは正しいと仮定して，‖τ‖ = nの場合を
示す．代数準同型性より，τ = Iηの形の rooted treeを考えればよい．このとき

M(S ⊗ Id)∆Iη =
∑

(SIη(1))η(2) + Iη

= −
∑(

M(I ⊗ S)∆◦η
(1)
)
η(2) + Iη

= −M(M ⊗ Id)(I ⊗ S ⊗ Id)(∆◦ ⊗ Id)∆◦η + Iη

= −M(Id⊗M)(I ⊗ S ⊗ Id)(Id⊗∆)∆◦η + Iη

= −M
(
I ⊗M(S ⊗ Id)∆

)
∆◦η + Iη

= −(I ⊗ •∗)∆◦η + Iη = 0

となる．最後から 2つ目の等式では，(3.2)の展開と帰納法の仮定を用いた．

3.3 Branched rough path

定義 3.7.

α ∈ (0, 1]とする．連続関数 B : → Gで，
(1) Chenの関係式

Bts = Btu ∗ Bus, (s < u < t)

(2) Hölder連続性

‖B‖β := sup
τ∈B• ;α∥τ∥<β

sup
0≤s<t≤1

|Bts[τ ]|
|t− s|α∥τ∥

<∞ (∀β > 0)

を満たすもの全体からなる集合をΩα([0, 1];Rd)と表す．Ωα([0, 1];Rd)の元をα-Hölder

branched rough pathという．
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Ωα([0, 1];Rd)は線形空間ではないが，注意 2.4と同様に完備距離空間となる．

命題 3.2.

B ∈ C1([0, 1];Rd)に対し，(3.1)によってB : → Gを定義する．このときBは 1-Hölder

branched rough pathである．これをBの標準的な持ち上げという．

証明 Chenの関係式のみ示す．(3.2)の展開から，‖τ‖に関する帰納法により

(Btu ⊗ Bus)∆I(τ◦i) =
∑

Btu[I(τ
(1)◦i)]Bus[τ

(2)] + Bus[I(τ◦i)]

=
∑(∫ t

u
Bvu[τ

(1)]Ḃi
vdv

)
Bus[τ

(2)] + Bus[I(τ◦i)]

=

∫ t

u
{(Bvu ⊗ Bus)∆τ}Ḃi

vdv + Bus[I(τ◦i)]

=

∫ t

u
Bvs[τ ]Ḃ

i
vdv +

∫ u

s
Bvs[τ ]Ḃ

i
vdv =

∫ t

s
Bvs[τ ]Ḃ

i
vdv = Bts[I(τ◦i)]

などを得る．

3.4 Controlled path

各 g ∈ Gに対して，H 上の線形写像 Γg を

Γgτ := (Id⊗ g)∆τ (3.3)

と定義する．ただし，H ⊗ RをH と同一視している．
問 8.

g1, g2 ∈ Gに対し，Γg1Γg2 = Γg1∗g2 であることを示せ．従って，ΓはGのH への左からの
群作用を定める．

各 γ > 0に対し，H<γ := 〈 τ ∈ B• ; α‖τ‖ < γ 〉はGの作用に関して不変な（任意の g ∈ G
に対して ΓgH<γ ⊂ H<γ を満たす）部分空間である．

定義 3.8.

B ∈ Ωα([0, 1];Rd), γ > 0とする．連続関数 Y : [0, 1]→ H<γ で，

‖Y‖γ := sup
τ∈B• ;α∥τ∥<γ

sup
0≤s<t≤1

|πτ (Yt − ΓBtsYs)|
|t− s|γ−α∥τ∥ <∞

を満たすもの全体からなる Banach空間をDγ
B([0, 1])と表す．ただし，πτ : H → Rは τ

成分への標準的な射影を表す．Dγ
B([0, 1])の元を γ-controlled pathという．
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例 3.2.

γ = 2αとする．Yt = Yt •+(Y ′
t )i

i とおくと

Yt − ΓBtsYs = (Yt − Ys − (Y ′
s )i Bts[

i

]) •+(Y ′
t − Y ′

s )i
i

となるから，Y ∈ D2α
B ([0, 1])であることは (Y, Y ′) ∈ D2α

B ([0, 1])であること（定義 2.2）と一
致する．

定理 3.3 ([58, Theorem 8.5]).

B ∈ Ωα([0, 1];Rd), Y ∈ Dγ
B([0, 1])とする．γ + α > 1ならば，任意の (t, s) ∈ に対し

∫ t

s
YudBi

u := lim
P⊂[s,t], |P|→0

N∑
k=1

Btktk−1
[I(Ytk−1

◦i)]

が存在し，さらに次式を満たす．∣∣∣∣ ∫ t

s
YudBi

u − Bts[I(Ys◦i)]
∣∣∣∣ ≲ ‖B‖γ+α‖Y‖γ |t− s|γ+α. (3.4)

証明 Ξts = Bts[I(Ys◦i)]とおくと
Ξts − Ξtu − Ξus = (Btu ⊗ Bus)∆I(Ys◦i)− Btu[I(Yu◦i)]− Bus[I(Ys◦i)]
= (Btu ⊗ Bus)

[
(I ⊗ Id)∆◦(Ys◦i) + • ⊗ I(Ys◦i)

]
− Btu[I(Yu◦i)]− Bus[I(Ys◦i)]

= Btu

[
I
(
(ΓBusYs − Yu) ◦i

)]
となるから，
|Ξts − Ξtu − Ξus| ≤

∑
α∥τ∥<γ

|Btu[I(τ◦i)]||πτ (ΓBusYs − Yu)| ≲ ‖B‖γ+α‖Y‖γ |t− s|γ+α

を得る．γ + α > 1だから，補題 2.2を適用できる．

3.5 Rough differential equation

H の部分空間 P := 〈•〉 ⊕ 〈Iη ; η ∈ B◦〉 は G の作用に関して不変である．P に値を
とる γ-controlled path 全体からなる空間を Dγ

B([0, 1];P ) と表す．また，Dγ
B([0, 1];P )

e を
Dγ

B([0, 1];R
e ⊗ P )と表す．

命題 3.4 ([58, Lemma 8.4], [69, Theorem 4.16]).

f ∈ CN+1
b (Re) (N ≥ γ

α ∨ 1)とする．任意の X = (Xa)ea=1 ∈ D
γ
B([0, 1];R

e ⊗ P )に対し，

f(X) := π<γ

( ∑
k∈Ne

1

k!
∂kf(X)

e∏
a=1

(Xa −Xa•)ka
)
∈ Dγ

B([0, 1])

である．ただし，Xa は Xa の •成分を表し，π<γ : H → H<γ は標準的な射影を表す．
また，写像 X 7→ f(X)は局所 Lipschitz連続である．
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2.4章と同様に，積分方程式 (2.1)は，写像の合成
X ∈ Dnα([0, 1];Re ⊗ P ) 7→ f(X) ∈ Dnα([0, 1];L(Rd,Re)⊗H)

7→
(
x+

∫ ·

0
fi(X)dBi

)
•+π<nαI

(
fi(X) ◦i

)
∈ Dnα([0, 1];Re ⊗ P )

(3.5)

の下での不動点問題を解くことと翻訳される．ただし，n ∈ N+は 1
n+1 < α ≤ 1

n を満たすも
のとする．
問 9.

任意の g ∈ G, τ ∈ B•, i ∈ {1, . . . , d}に対し，
ΓgI(τ◦i) = I

(
(Γgτ) ◦i

)
+ g
(
I(τ◦i)

)
•

が成り立つことを示せ．また，この式を用いて，

Y ∈ Dγ
B([0, 1]), γ > −α ⇒

(∫ t

0
YudBi

u

)
•+I(Yt◦i) ∈ Dγ+α

B ([0, 1];P )

を示せ．

定理 3.5 ([58, Theorem 8.8]).

n ∈ N+, α ∈ ( 1
n+1 ,

1
n ], f ∈ Cn+1

b (Re;L(Rd,Re)) とする．任意の x ∈ Re と B ∈
Ωα([0, 1];Rd)に対して，(3.5)の不動点Xがただ 1つ存在する．また，解写像 (x,B) 7→ X
は局所 Lipschitz連続である．

3.6 拡張定理
Branched rough pathは無限次元空間に値をとっているように見えるが，実際には有限個

の τ に対する値のみによって決定されている（cf. Lyonsの拡張定理 [98, Theorem 2.2.1]）．

定理 3.6 ([58, Theorem 7.3]).

B≤1
• := {τ ∈ B• ; α‖τ‖ ≤ 1}とおく．連続関数の族 {B[τ ] : → R}

τ∈B≤1
•
で，部分的な

準同型性
Bts[•] = 1, Bts[τσ] = (Bts[τ ])(Bts[σ]) (τσ ∈ B≤1

• )

と，定義 3.7の条件 (1)(2)をすべての τ ∈ B≤1
• に対して満たすもの全体からなる集合を

Ωα
≤1([0, 1];Rd)と表す．このとき，連続拡張写像Ωα

≤1([0, 1];Rd)→ Ωα([0, 1];Rd)が一意
的に存在する．

証明 α‖I(τ◦i)‖ > 1であるとき，Bts[I(τ◦i)]が一意的に決定されることを示せばよい．余
積の定義より，s < u < tに対し

Bts[I(τ◦i)] = (Btu ⊗ Bus)∆I(τ◦i) = (Btu ⊗ Bus)(I ⊗ Id)∆◦(τ◦i) + Bus[I(τ◦i)]
= Btu

[
I
(
(ΓBusτ) ◦i

)]
+ Bus[I(τ◦i)]

= Btu[I(τ◦i)] + Bus[I(τ◦i)] + Btu

[
I
(
(ΓBusτ − τ) ◦i

)] (3.6)

23



となる．以下，
Xτ
ts := ΓBtsτ − τ =

∑
σ∈A(τ), σ≠τ

Bts(τ/σ)σ

とおく．‖ · ‖に関する帰納法により，Xτ
tsの係数やBtu[I(Xus◦i)]の値はすでに決定されてい

ると仮定してよい．ここで，固定した sに対し

πσ(Xτ
ts − ΓBtuXτ

us) = πσ
(
(ΓBtsτ − τ)− ΓBtu(ΓBusτ − τ)

)
= πσ(ΓBtuτ − τ)

= Btu[τ/σ] = O(|t− u|α∥τ∥−α∥σ∥)

より，Xτ
(·)s ∈ D

α∥τ∥
B ([s, 1])であることに注意する．[s, t]の分割 P = {0 = t0 < t1 < · · · <

tN = t}をとり，各 kに対して等式 (3.6)を用いると

Btks[I(τ◦
i)]− Btk−1s[I(τ◦

i)] = Btktk−1
[I(τ◦i)] + Btktk−1

[I(Xτ
tk−1s
◦i)]

となるから，Hölder条件を満たす Bts[I(τ◦i)]が存在するならば，

Bts[I(τ◦i)] = lim
|P|→0

N∑
k=1

(
Btks[I(τ◦

i)]− Btk−1s[I(τ◦
i)]
)

= lim
|P|→0

N∑
k=1

(
O(|tk − tk−1|1+) + Btktk−1

[I(Xτ
tk−1s
◦i)]
)

= lim
|P|→0

N∑
k=1

Btktk−1
[I(Xτ

tk−1s
◦i)] =

∫ t

s
Xτ
usdBi

u

となるはずである．Xτ
(·)s ∈ D

α∥τ∥
B ([s, 1])であるから，最後の積分は確かに存在する．よって

一意性は示された．
このように定義したBts[I(τ◦i)]が，定義 3.7の条件 (1)(2)を満たすことを示す．(3.4)より

|Bts[I(τ◦i)]| =
∣∣∣∣ ∫ t

s
Xτ
usdBi

u − Bts[I(Xτ
ss◦i)]

∣∣∣∣ = O(|t− s|α(∥τ∥+1))

となるから，Hölder条件は成り立つ．また，s < u < tに対し

Bts[I(τ◦i)]− Btu[I(τ◦i)]− Bus[I(τ◦i)] =
∫ t

u
(Xτ

vs − Xτ
vu)dBi

v

であるが，固定した u, sに対して Yv := Xτ
vs − Xτ

vuとおくと

ΓBwvYv − Yw = ΓBwv(ΓBvsτ − ΓBvuτ)− (ΓBwsτ − ΓBwuτ) = 0

であることより，定理 3.3の証明において Ξts − Ξtu − Ξus = 0となる．このような Yに対
しては ∫ t

u
YvdBi

v = lim
|P|→0

N∑
k=1

Btktk−1
[I(Ytk−1

◦i)] = Btu[I(Yu◦i)] = Btu[I(Xτ
us◦i)]

となるから，等式 (3.6)（Chenの関係式と同値）も成り立つ．
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第 3回の内容� �
• 正則性構造, model, modelled distribution

• 再構成定理

• SSPDEに対応する正則性構造� �
4 正則性構造理論の基礎
Hairer [69]の正則性構造理論の基礎を解説する．

4.1 正則性構造

定義 4.1.

次の条件を満たすT = (A, T,G)を正則性構造 (regularity structure)という．

(1) A ⊂ Rは下から有界で，局所的に有限である．

(2) T =
⊕

α∈A Tαは Banach空間の族 {(Tα, ‖ · ‖α)}α∈Aの代数的直和である．

(3) Gは T 上の全単射連続線形写像の群で，次の性質を満たす．

Γ ∈ G, α ∈ A, τ ∈ Tα ⇒ Γτ − τ ∈
⊕

β∈A, β<α

Tβ .

minAをT の regularityという．また，T の部分空間 V =
⊕

α∈A Vαで，(A, V,G)が
正則性構造となっているものをT の sectorという．

4.2 Model

以下，scalingと呼ばれる多重指数 s = (si)
d
i=1 ∈ Nd

+を固定して，

|k|s :=
d∑

i=1

siki (k ∈ Nd), ‖x‖s :=
d∑

i=1

|xi|
1
si (x ∈ Rd)

とおく．特に，s = (1, 1, . . . , 1)を標準的な scaling, s = (2, 1, . . . , 1)を放物型 scalingとい
う．M を s1, . . . , sdの最小公倍数とし，急減少関数の族 {Qt}t>0 ⊂ S(Rd)を

Q̂t(ξ) = exp

(
− t

d∑
i=1

ξ
2M
si

i

)
(ξ ∈ Rd)

によって定める．(̂·)はRd上のFourier変換を表す．このとき，{Qt}t>0は半群性 Qt ∗Qs =

Qt+s (t, s ≥ 0)を満たす．
問 10.

Qt(x) = t−
|s|
2MQ1

(
t−

s1
2M x1, t

− s2
2M x2, . . . , t

− sd
2M xd

)と表されることを示せ．
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定義 4.2.

α < 0とする．
‖ξ‖α := sup

0<t≤1
t−

α
2M ‖Qt ∗ ξ‖L∞(Rd) <∞

を満たす超関数 ξ ∈ S ′(Rd)全体からなる Banach空間を Cαs (Rd)と表す．

注意 4.3.

他にも，テスト関数の族を使うもの [69, Definition 3.7], ウェーブレット解析によるもの [69,

Proposition 3.20], Littlewood-Paley分解によるもの [7, Definition 2.68]など，（ほぼ）同値
な定義の仕方が色々ある．なお，Cαs (Rd)の定義を含め，この章において「Rd上の sup」を
とっている箇所は，本来の定義 ([69])では「任意のコンパクト集合K(⊂ Rd)上の sup」で
あることを注意しておく（cf. 命題 6.1）．以下のほとんどの議論においては，この違いを意
識していなくても差し支えない．

定義 4.4.

T を正則性構造とする．次の条件を満たす Γ = {Γxy}x,y∈Rd ⊂ Gと Π = {Πx}x∈Rd ⊂
L(T,S ′(Rd))の組 Z = (Π,Γ)を Rd上のmodelという．

(1) ΓxyΓyz = Γxz, Γxx = IdT , Πy = ΠxΓxy (x, y, z ∈ Rd).

(2) 任意の γ > 0に対して，

‖Γ‖γ := max
β<α<γ

sup
τ∈Tα\{0}

sup
x,y∈Rd

‖πβΓxyτ‖β
‖τ‖α‖x− y‖α−β

s

<∞, (4.1)

‖Π‖γ := max
α<γ

sup
τ∈Tα\{0}

sup
0<t≤1

sup
x∈Rd

|(Qt ∗Πxτ)(x)|
‖τ‖α t

α
2M

<∞. (4.2)

ただし，πβ : T → Tβ は標準的な射影を表す．

Rd上のmodel全体からなる集合をM (T )と表す．

注意 4.5.

注意 2.4と同様に，M (T )は線形空間ではないが完備距離空間となる．
問 11.

α > 0とする．fx(y) = (y − x)k (k ∈ Nd)に対し，(Qt ∗ fx)(x) = O(t
|k|s
2M )を示せ．

4.3 再構成定理
以下は再構成定理の概念図である．

Rd

T

x

f(x)

Rf y

f(y)

Πx ΠyΓyx
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定義 4.6.

T を正則性構造，Z ∈M (T ), γ ∈ Rとする．連続関数 f : Rd → T<γ :=
⊕

α<γ Tαで，

|||f |||γ := sup
α<γ

sup
x∈Rd

‖παf(x)‖α + sup
α<γ

sup
x,y∈Rd

∥∥πα(f(x)− Γxyf(y)
)∥∥

α

‖x− y‖γ−α
s

<∞

を満たすもの全体からなるBanach空間をDγ
Z(R

d)と表す．Dγ
Z(R

d)の元を γ-modelled

distributionという．

定理 4.1 (再構成定理 [69, Theorem 3.10], [27, Theorem 5.1]).

T を regularity α0 < 0の正則性構造とし，Z = (Π,Γ) ∈M (T )とする．γ > 0ならば，
連続線形写像

RZ : Dγ
Z(R

d)→ Cα0
s (Rd)

が一意的に存在し，任意の f ∈ Dγ
Z(R

d)に対して

sup
0<t≤1

t−
γ

2M sup
x∈Rd

|Qt ∗ (RZf −Πxf(x))(x)| ≲ ‖Π‖γ |||f |||γ (4.3)

を満たす．このようなRZ を再構成作用素 (reconstruction operator)という．さら
に，写像 (Z, f) 7→ RZf は局所 Lipschitz連続である．

注意 4.7.

Z が文脈上明らかなときは，Dγ(Rd),Rと略記する．

証明 [69, 61, 27]などいくつかの証明が知られているが，ここでは [114, 14]に基づく，作用
素半群 {Qt}t>0を使った証明を紹介する．各 0 < s < tに対し，Rt

s : Dγ(Rd)→ Cb(Rd)を

Rt
sf(x) :=

∫
Rd

Qt−s(x− y)
(
Qs ∗Πyf(y)

)
(y)dy

と定義する．証明を 4段階に分けて行う．
(1) s→ 0での収束：半群性とmodelの定義より，0 < r < s < tに対して

Rt
rf(x)−Rt

sf(x) =

∫
(Rd)2

Qt−s(x− y)Qs−r(y − z)Qr ∗
{
Πz

(
f(z)− Γzyf(y)

)}
(z)dydz

となる．Modelled distributionの定義と，Qtのスケール変換（問 10）から，r ∈ [ s2 , s)に対
しては

|Rt
rf(x)−Rt

sf(x)| ≲
∑
α<γ

r
α

2M

∫
(Rd)2

|Qt−s(x− y)||Qs−r(y − z)|‖z − y‖γ−α
s dydz

≲
∑
α<γ

r
α

2M (s− r)
γ−α
2M ≲ s

γ
2M

(4.4)

27



となる．r ∈ (0, s2)に対しても，r ∈ [ s
2n+1 ,

s
2n )を満たす n ∈ N+をとれば

|Rt
rf(x)−Rt

sf(x)| ≤
n−1∑
m=0

|Rt
s

2m
f(x)−Rt

s
2m+1

f(x)|+ |Rt
s
2n
f(x)−Rt

rf(x)|

≲
n−1∑
m=0

( s

2m

) γ
2M

+
( s
2n

) γ
2M ≲ s

γ
2M

となるため，結局 (4.4)の評価はすべての 0 < r < sで成り立つ．よって {Rt
sf(x)}は s→ 0

のとき Cauchy有向族であり，極限

Rt
0f(x) := lim

s→0
Rt

sf(x)

が存在する．
(2) 一様評価：|Rt

t−f(x)| ≲
∑

α<γ t
α

2M ≲ t
α0
2M であるから，(4.4)と合わせれば

‖Rt
0f‖L∞ ≲ t

α0
2M (4.5)

を得る．また，半群性よりQt ∗ Rs
rf = Rt+s

r f であるが，r → 0とすれば

Qt ∗ Rs
0f = Rt+s

0 f (4.6)

となるから，

‖Qt ∗ Rs
0f‖L∞ ≲ (t+ s)

α0
2M ≲ t

α0
2M

より，{Rs
0f}s∈(0,1]は Cα0

s (Rd)で有界である．
(3) t→ 0での収束：Qtの tに関する連続性（cf. [104, Proposition 3.12]など）より，任意
の 0 < s < t, ε > 0に対し

‖Rt
0f −Rs

0f‖α0−ε = ‖Qt−s ∗ Rs
0f −Rs

0f‖α0−ε ≲ (t− s)
ε

2M ‖Rs
0f‖α0

であるから，(2)の一様評価より，{Rt
0f}t∈(0,1] は Cα0−ε

s (Rd)において Cauchy有向族であ
る．よって極限

Rf := lim
t→0
Rt

0f ∈ Cα0−ε
s (Rd)

が存在する．(4.6)において s → 0とするとQt ∗ Rf = Rt
0f となるから，(4.5)より実際に

はRf ∈ Cα0
s (Rd)である．さらに，(4.4)において r → 0, s→ tとすれば，(4.3)が従う．

(4) 一意性：超関数R1f,R2f が (4.3)を満たすとする．g = R1f −R2f とおくと，

‖Qt ∗ g‖L∞ ≲ t
γ
N → 0 (t→ 0)

となるから，（超関数の意味で）Qt ∗ g → g (t→ 0)より g = 0である．

4.4 正則性構造の構成
4.4.1 多項式構造

例 3.1のHopf代数X を考える．
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定義 4.8.

次のように定義される正則性構造X = (N, X,Rd)を多項式構造 (polynomial struc-

ture)という．

(1) X =
⊕

n∈NXn :=
⊕

n∈N〈 •k ; |k|s = n 〉.

(2) 各 x ∈ Rdに対し，

Γx •k := (Id⊗ gx)∆ •k =
∑

ℓ,m ; ℓ+m=k

k!

`!m!
xℓ •m .

ただし，gx : X → Rは gx(•k) = xkによって定義される代数準同型である．

さらに，次のように定義される Z = (Π,Γ) ∈M (X )を標準的なmodelという．

Γxy = Γx−y, (Πx •k)(y) = (y − x)k.

問 12.

sを標準的な scalingとする．f ∈ Cn
b (Rd) (n ∈ N+)に対し，

f̂(x) :=
∑
|k|<n

∂kf(x)

k!
•k (4.7)

とおくと，f̂ ∈ Dn
Z(Rd)であることを示せ．ただし，Zは標準的なmodelである．なお，こ

のmodelled distributionは

f(y)− (Πxf̂(x))(y) = f(y)−
∑
|k|<n

∂kf(x)

k!
(y − x)k = O(|y − x|n)

を満たすから，RZ f̂ = f である．

4.4.2 Branched rough pathに付随する正則性構造

H,W を，3.2章で定義した Connes-Kreimer代数とその上の右余加群とする．

命題 4.2.

α ∈ (0, 1]とする．各 β ∈ Rに対して

Hβ := 〈 τ ∈ B• ; α‖τ‖ = β 〉, Wβ := 〈 τ ∈ B◦ ; α‖τ‖ − 1 = β 〉

とおく．また，GのW への左からの作用 Γ◦を

Γ◦
gτ = (Id⊗ g)∆◦τ

と定義する．このとき，H = (A := αN,H =
⊕

β∈AHβ , {Γg}g∈G)は regularity 0の正
則性構造となり，W = (A◦ := αN+ − 1,W =

⊕
β∈A◦ Wβ , {Γ◦

g}g∈G)は regularity α− 1

の正則性構造となる．
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この 2つを合わせた正則性構造をH ⊕W := (A ∪A◦,H ⊕W, {Γg ⊕ Γ◦
g}g∈G)と表す．

Branched rough path理論と正則性構造理論の関係
以下，rough pathや controlled pathの定義域を R全体とする．

問 13.

任意の B ∈ Ωα(R;Rd)に対し，{
(ΠB

s τ)(t) = Bts[τ ],(
ΠB

s (τ◦i)
)
(t) = ∂tBts[I(τ◦i)]

(τ ∈ B•), ΓB
ts := ΓBts ⊕ Γ◦

Bts

とおくと，ZB := (ΠB,ΓB) ∈M (H ⊕W )であることを示せ．

Y ∈ Dγ
B(R) (γ > 0)とする．定義から明らかに Y ∈ Dγ

ZB(R;H)である．◦iを τ ∈ B•に
掛けると次数は α− 1だけ足されるから，Y◦i ∈ Dγ+α−1

ZB (R;W )である．γ + α > 1ならば，
定理 3.3より

∂t

∫ t

0
YudBi

u −Πs(Ys◦i)(t) = ∂t

(∫ t

s
YudBi

u − Bts[I(Ys◦i)]
)

= O(|t− s|γ+α−1)

となるから，これは
RZB(Y◦i)(t) = ∂t

∫ t

0
YsdBi

s

であることを意味する．

5 確率偏微分方程式に対応する正則性構造
例として，動的 φ43模型の初期値問題{

(∂t −∆)φ = −φ3 + ξ, (t, x) ∈ (0,∞)× T3

φ|t=0 = φ0, x ∈ T3
(5.1)

を考えるが，一般の SPDE (1.1)でも同様である．以下，時間変数 tを x0と表し，4次元時
空変数を (x0, x1, x2, x3) = (x0, x

′)によって表す．また，放物型 scaling s = (2, 1, 1, 1)を考
える．

5.1 動的 ϕ4模型に付随する正則性構造
まずは積分方程式 (2.1)のように，(5.1)をDuhamelの式

φ = P ∗
{
1x0>0(−φ3 + ξ)

}
+ Pφ0 (5.2)

の形に直す．ここで，P (x0, x′) = 1x0>0
1√

4πx0
3 e

− |x′|2
4x0 は∆の熱核（を x0 ≤ 0では零拡張し

たもの）であり，∗は x = (x0, x
′)に対する畳み込み，Pφ0は x′のみに対する畳み込みを表

す．これを方程式 (3.5)と見比べ，さらに Taylor展開の構造 (4.7)を加えると，
Φ = I(−Φ3 + ◦) +

∑
k∈N4

ϕk •k (5.3)

という形の方程式を考えればよさそうである．そこで，多項式構造X と typed treeの正則
性構造H ⊕W を合わせた正則性構造を考える．
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定義 5.1.

Rooted tree τ と，decorationと呼ばれる写像

t : Nτ → {0, 1}, n : Nτ → N4, e : Eτ → N4

の組 (τ, t, n, e) = (τ, t)ne を (rooted) decorated treeという．また，α0 < 0 < βを固
定し，次数 |(τ, t)ne |を次のように定義する．

|(τ, t)ne | :=
∑
v∈Nτ

(α0|t(v)|+ |n(v)|s) +
∑
p∈Eτ

(β − |e(p)|s). (5.4)

3.2章と同様に，t = 0の頂点を •, t = 1の頂点を ◦と表す．(t, n) = (0, k)が与えられた
1点グラフを •kと表す．これはXの基底と同じものである．Decorated tree τ が表す（超）
関数を (Πτ)(x)と表すと，形式的な対応関係は次のようになる．（注意 5.7も参照せよ．）

(Π •k)(x) = xk, Π(τ◦) = (Πτ)ξ, Π(Ipτ) = ∂pP ∗Πτ, Π(τσ) = (Πτ)(Πσ)

ここで，decorated treeに対する演算を次のように定義する．

定義 5.2.

t(ρτ ) = 0である τ に対し，その rootの typeを 1に変えた decorated treeを τ◦と表す．

(·)◦ : τ 7→ τ

Decorated tree τ の rootから下に向かう辺を 1本付け足し，その辺に e = pを与え，新
たな rootに (t, n) = (0, 0)を与えた decorated treeを Ipτ と表す．p = 0のときは I := I0

と表す．

Ip : τ 7→
τ

p

t(ρτ ) = t(ρσ) = 0である τ, σを rootで繋げ，その rootに (t, n) = (0, n(ρτ ) + n(ρσ))を
与えた decorated treeをM(τ, σ)または τσと表す．

M :
τ

k

,
σ

ℓ

7→
τ σ

k + ℓ

Decoration eは，KPZ方程式のように未知関数の微分を含む SPDEを考えるのに必要と
なる．今は考えなくてもよいが，未知関数の微分を含まない SPDEであっても，繰り込み
には微分が関わってくることがある [21, Section 2.8.2]. α0は ξの regularityを，βは P∗に
よる regularityの増加を表す数で，今は

α0 = −
5

2
− ε (0 < ε� 1), β = 2

とおけばよい．
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定義 5.3.

Decorated treeの集合 B,U を次のように定義する．

B :=

∞⋃
n=0

Bn, U :=

∞⋃
n=0

Un,

B0 := {◦}, Un := I(Bn) ∪ {•k}k∈N4 ,

Bn+1 := {◦} ∪ {τ1τ2τ3 ; τ1, τ2, τ3 ∈ Un}

実際に計算すると

U0 =
{

, •k
}
k∈N4 , B1 =

{
◦, k , k , , •k

}
k∈N4 ,

U1 =
{

,
k

,
k

, ,
k

, •k
}
k∈N4 , . . .

となる．また，定義から U ⊂ Bである．

命題 5.1.

α0 ∈ (−3, 0), β = 2とすると，A := {|τ | ; τ ∈ B}は下から有界な局所有限集合となる．

問 14.

αn = inf{|τ | ; τ ∈ Bn \ Bn−1}とおく．

αn+1 = αn + 2(α0 + 2) ∧ 0 + 2

であることを示せ．

α0 = −5
2 − ε (0 < ε� 1)のとき，Bの元を次数が低い方から順に並べると

− 5
2
− ε

,
− 3

2
− 3ε

,
−1− 2ε

,
− 1

2
− 5ε

,
− 1

2
− ε

,
−4ε

,
−4ε

,
ei

−2ε

(i 6= 0),

0

, . . . (5.5)

となる．下の数字は次数を表す．

定義 5.4.

Bによって生成される線形空間を T と表す．また，decorated treeの集合

B+ =

{
•k

n∏
i=1

Ipiσi ;
n ∈ N, k ∈ N4,

σi ∈ B, pi ∈ N4, |σi|+ 2 > |pi|s (i ∈ {1, . . . , n})

}

によって生成される線形空間を T+と表す．
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次の結果は，定理 3.1と同様に帰納的に証明できる．

命題 5.2 ([69, Theorem 8.16]).

線形写像∆ : T → T ⊗ T+, ∆+ : T+ → T+ ⊗ T+を次のように定義する．

∆(+) •k =
∑

ℓ,m∈N4 ; k=ℓ+m

k!

`!m!
•ℓ ⊗ •m, ∆ ◦ = ◦ ⊗ •,

∆Ipτ = (Ip ⊗ Id)∆τ +
∑
q∈N4

1

q!
•q ⊗I+p+qτ, (τ ∈ B)

∆+Ipτ = (I+p ⊗ Id)∆τ +
∑
q∈N4

1

q!
•q ⊗I+p+qτ, (τ ∈ B, |τ |+ 2 > |p|s)

∆(τσ) = (∆τ)(∆σ), (τ, σ ∈ B s.t. τσ ∈ B)
∆+(τσ) = (∆+τ)(∆+σ). (τ, σ ∈ B+)

ただし，I+p : T → T+は，τ ∈ Bに対して

I+p τ =

Ipτ (|τ |+ 2 > |p|s),
0 (|τ |+ 2 ≤ |p|s)

と定義される線形写像である．このとき，(T+,M, •,∆+, •∗)はHopf代数の構造をもつ．
また，∆は右余加群性

(∆⊗ Id)∆ = (Id⊗∆+)∆

を満たす．従って，T+の指標群をGとすると，Gの T への左からの作用が

Γg := (Id⊗ g)∆ (g ∈ G)

によって定義される．

定理 5.3 ([69, Theorem 8.24]).

各 α ∈ Aに対して Tα = 〈τ ∈ B ; |τ | = α〉とおくと，T = (A, T,G)は正則性構造と
なる．

∆,∆+を (3.2)のように直接的に定義することも可能であるが，n, eが関わってくるため
に非常に複雑な式となる．
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定義 5.5.

Decorated tree全体から生成される線形空間を V と表す．線形写像

D+ : V → V ⊗̂ V

を，任意の decorated tree (τ, t)ne に対して

D+(τ, t)ne =
∑

σ∈A(τ)

∑
nσ ,e∂σ

1

e∂σ!

(
n

nσ

)
(σ, t|Nσ)

nσ+πe∂σ
e ⊗ (τ/σ, t · 1Nτ\Nσ

)
[n−nσ ]σ
e+e∂σ

(5.6)

として定義する．（テンソル積 ⊗̂は無限和を許すように定義される．詳しくは [23, Section

2.3]を参照せよ．）ただし，

• nσ : Nσ → N4は，Nσ 上で nσ ≤ nとなるもの全体を動く．また，(
n

nσ

)
:=

∏
v∈Nσ

(
n(v)

nσ(v)

)
=
∏
v∈Nσ

n(v)!

nσ(v)!(n(v)− nσ(v))!

である．

• e∂σ : ∂σ → N4は，境界 ∂σ := {(v, w) ∈ Eτ ; v ∈ Nσ, w /∈ Nσ}上の関数全体を
動く．ただし，辺 (v, w)は常に vの方が rootに近くなるように向き付けられてい
る．また，e∂σ! :=

∏
p∈∂σ e∂σ(p)!である．

• πe∂σ : Nσ → N4を，πe∂σ(v) =
∑

p=(v,w)∈∂σ e∂σ(p)によって定める．

• 任意の関数m : Nτ → N4に対し，[m]σ : Nτ/σ → N4を

[m]σ(π(v)) =
∑

w∈π(v)

m(w)

によって定める．ここで，π : Nτ → Nτ/σ は標準的な射影を表す．

命題 5.4 ([23, Proposition 5.34]).

p+ : V → T+を標準的な射影とすると，

∆ = (Id⊗ p+)D+|T , ∆+ = (p+ ⊗ p+)D+|T+

が成立する．
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第 4回の内容� �
• Modelled distributionとしての解

• 繰り込みの具体例

• Admissible modelの変形� �
5.2 Admissible model

以下，T = (A, T,G)を定理 5.3の正則性構造とする．

定義 5.6.

線形写像Π : T → C∞(R4)が admissible interpretation map（[23]では単に「ad-

missible」）であるとは，

(Π •k)(x) = xk, Π(Ipτ) = ∂pP ∗Πτ (5.7)

を満たすことをいう．また，任意の ξ ∈ C∞
b (R4)に対し，admissible interpretation map

Πξ : T → C∞(R4)を

Πξ ◦ = ξ, Πξ(τσ) = (Πξτ)(Πξσ)

によって定義する．

注意 5.7.

(5.7)の第 2式はあくまで形式的なものである．P はR4全体で可積分ではないから，畳み込
みをとるためには，P を遠方でカットするなどの工夫が必要である．詳細は [69, lemma 7.7]

などを参照せよ．また，右辺を “∂p{P ∗ (1x0>0Πτ)}”としないのは，x0 = 0での境界条件
を扱う面倒を避けるためである．

命題 5.5 ([23, Lemma 6.10]).

任意の admissible interpretation map Πに対し，L(Π) := (Π,Γ)を次のように定める．

gx ∈ G, Πx := (Π⊗ g−1
x )∆, Γyx := Γgy∗g−1

x
,

g−1
x (•k) := (−x)k, g−1

x (Ipτ) := −
∑

|q|s<|τ |+2−|p|s

(−x)q

q!
(∂p+qP ∗Πxτ)(x).

(5.8)

このとき，Πxは次式を満たす．

(Πx •k)(y) = (y − x)k,

(ΠxIpτ)(y) = (∂pP ∗Πxτ)(y)−
∑

|q|s<|τ |+2−|p|s

(y − x)q

q!
(∂p+qP ∗Πxτ)(x).

(5.9)
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(5.8)の第 2,3式から，関係式 ΓxyΓyz = Γxz, Γxx = Id, Πy = ΠxΓxy が直ちに従う．

定義 5.8.

Πを admissible interpretation mapとして，L(Π)の形で表されるmodel全体からなる
集合をM∞

ad (T )と表す．M (T )におけるM∞
ad (T )の閉包をMad(T )と表す．Mad(T )

の元を admissible modelという．

命題 5.6 ([69, Proposition 8.27], [23, Proposition 6.12]).

任意の ξ ∈ C∞
b (R4)に対し，Zξ := L(Πξ)は admissible modelである．これを ξに対す

る canonical modelという．

5.3 Modelled distributionとしての解
t > 0を十分小さくとり，Dt = (0, t)× T3上で方程式 (5.2)を解く．具体的には，(3.5)と

同様な写像の合成
Φ ∈ Dγ(Dt;U) 7→ −Φ3 + ◦ ∈ Dγ+2α0+4(Dt;T )

7→ P
{
1x0>0(−Φ3 + ◦)

}
∈ Dγ+2α0+6(Dt;U)

(5.10)

の下で，不動点問題
Φ = π<γ

[
P̂ φ0 + P

{
1x0>0(−Φ3 + ◦)

}]
(5.11)

を考える．ここで，U は U によって生成される sectorであり，また P̂ φ0は，(4.7)において
|k|を |k|sに置き換えて得られる，Pφ0の多項式構造X への持ち上げである
注意 5.9.

実際には，x0 = 0での発散を許すような singular modelled distributionの空間 Dγ,η

[69, Section 6]を考える必要がある．
(5.10)の 1つ目の矢印におけるmodelled distributionの積はwell-definedである (cf. [69,

Section 4, Section 6])．2つ目の矢印におけるPは，(3.5)の積分写像に多項式構造を加えた
PΨ =

∑
k∈N4

ψk •k +I(Ψ) (5.12)

という形の写像で，次の条件を満たすものである．

定理 5.7 ([69, Theorem 5.12, Lemma 7.3]).

γ > 0かつ γ /∈ Nとする．任意の Z ∈ Mad(T )に対し，(5.12)の形の連続線形写像
P = PZ : Dγ

Z(R
4)→ Dγ+2

Z (R4;U)が存在して，任意の f ∈ Dγ
Z(R

4)に対して
RZPZf = P ∗ RZf

を満たす．
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Model Z = (Π,Γ) ∈M (T )が（空間方向に）周期的であるということを，
(Πx+eiτ)(y + ei) = (Πxτ)(y), Γ(x+ei)(y+ei) = Γxy, (i ∈ {1, 2, 3})

が成り立つこととして定める．

定理 5.8 ([69, Theorem 7.8]).

α0 ∈ (−3, 0)かつγ > max{−2α0−4, 0}とする．任意の初期値φ0 ∈ C−
2
3
+(T3)と，任意の

周期的なZ ∈Mad(T )に対し，ある t > 0が存在して，方程式 (5.11)の解Φ ∈ Dγ
Z(Dt;U)

がただ 1つ存在する．また，解写像 S : (φ0, Z) 7→ Φは局所 Lipschitz連続である．

これまでの議論により，次のような可換図式が構成できることを確認する．
Z Φ

ξ φ

S

Rι

S

ξ ∈ C∞
b (R × T3)とし，canonical model Zξ に対する解を Φ = S(φ0, Zξ)とおく．φ = RΦ

とおくと，定理 5.7より
φ = RΦ = Pφ0 +RP

{
1x0>0(−Φ3 + ◦)

}
= Pφ0 + P ∗ R

{
1x0>0(−Φ3 + ◦)

}
となる．Πξ と積の可換性から，Rも積と可換であるため (cf. [69, Remark 3.15]),

R
{
1x0>0(−Φ3 + ◦)

}
= 1x0>0

{
− (RΦ)3 + ξ

}
= 1x0>0(−φ3 + ξ)

となる．よって，φは初期値問題 (5.1)を満たす．

6 Modelの繰り込み
この章からようやく確率論の出番である．目標は時空ホワイトノイズ ξを上記の図式に代

入することであるが，超関数 ξに対する canonical modelを直接構成することはできないた
め，まずは近似列 ξn = ξ ∗ ρnに対する canonical model Zn = Zξnを考えることになる．Zn

が n→∞のとき収束するとは限らないが，実は {Zn}から収束列 {Ẑn}を得る標準的な方
法が存在する．この章では，[69, 23, 20]などに従い，その方法を解説する．

6.1 確率論からの準備
この章の内容については，[92, 108]などを参照せよ．以下，(Ω,F ,P)を確率空間とする．

定義 6.1.

D ⊂ Rd を Borel可測集合とする．線形写像 ξ : L2(D, dx) → L2(Ω,F ,P)で，任意の
h ∈ H に対して，ξ(h)が平均 0, 分散 ‖h‖2L2(D)の Gauss確率変数であるものを，D上
のホワイトノイズという．
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命題 6.1.

s ∈ Nd
+ を Rd 上の scaling とする．ξ を Rd 上のホワイトノイズとすると，確率変数

ξ̃ : Ω→ C−
|s|
2
−

s,loc (Rd)で，任意の f ∈ S(Rd)に対して

〈ξ̃, f〉 = ξ(f) a.s.

を満たすものが存在する．（以後，ξ̃と ξを同一視する．）ここで，Cαs,loc(Rd) (α < 0)は，
任意のコンパクト集合K ⊂ Rdに対して

‖ξ‖α,K := sup
0<t≤1

t−
α

2M ‖Qt ∗ ξ‖L∞(K) <∞

を満たす超関数 ξ ∈ S ′(Rd)全体からなる Fréchet空間である．

証明 修正 ξ̃の構成については，[104, Lemma 5.2]などを参照せよ．ここでは regularityが
− |s|

2 −であることのみ示す．Qtのスケール変換より

E[|Qt ∗ ξ(x)|2] = E
[∣∣ξ(Qt(x− ·)

)∣∣2] = ∫
Rd

Qt(x− y)2dy ≲ t−
|s|
2M

となるから，Gauss確率変数の超縮小性 ([92, Theorem 3.50])より，任意の p ≥ 2に対して
E[|Qtξ(x)|p] ≲ t−

|s|
2M

p
2

を得る．よって，α < − |s|
2 ならば，任意のコンパクト集合K ⊂ Rdに対して

E
[
‖ξ‖pBα

p,p,s(K)

]
=

∫ 1

0

dt

t

(
t−

α
2M E‖Qt ∗ ξ‖Lp(K)

)p ≲ ∫ 1

0

dt

t
t−

p
2M

(α+
|s|
2
)dt <∞

を得る．（Besov空間 Bα
p,q,sの定義については [71, Definition 2.1]などを参照せよ．）Besov

埋め込み [7, Proposition 2.71]よりBα
p,p,s(K) ↪→ C

α− |s|
p

s (K)であるから，pを十分大きくと
れば，任意の α < − |s|

2 に対して ξ ∈ Cαs,loc(Rd) a.s.となる．
以下，ξを Rd上のホワイトノイズとする．

定義 6.2.

Aを有限集合とする．
(1) Aの元の組 {a, b} (a 6= b)からなる集合 γ で，γ のどの 2元も互いに交わらない
ものを，Feynman図という．特に，⋃p∈γ p = Aであるものを完全Feynman図
という．Feynman図 (resp. 完全 Feynman図)全体からなる集合を F (A) (resp.

Fc(A))と表す．
(2) {Xa}a∈AをGauss確率変数の族とする．各 γ ∈ F (A)に対し，

Eγ({Xa}a∈A) :=
∏

{a,b}∈γ

E[XaXb]
∏

c∈A\
∪

p∈γ p

Xc (6.1)

と定義する．
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定理 6.2 ([92, Theorem 1.28]).

任意の f1, . . . , fn ∈ L2(Rd)に対し，次式が成り立つ．ただし，∑γ∈∅ = 0とする．

E[ξ(f1) · · · ξ(fn)] =
∑

γ∈Fc({1,...,n})

Eγ [ξ(f1), . . . , ξ(fn)].

定義 6.3.

任意の f1, . . . , fn ∈ L2(Rd)に対し，Wick積 :ξ(f1) · · · ξ(fn) :を次のように定義する．

:ξ(f1) · · · ξ(fn) : :=
∑

γ∈F ({1,...,n})

(−1)|γ|Eγ [ξ(f1), . . . , ξ(fn)].

例えば

:ξ(f1)ξ(f2) : = ξ(f1)ξ(f2)− (f1, f2)L2 ,

:ξ(f1)ξ(f2)ξ(f3) : = ξ(f1)ξ(f2)ξ(f3)− (f1, f2)L2ξ(f3)− (f2, f3)L2ξ(f1)− (f3, f1)L2ξ(f2)

となる．

命題 6.3.

任意の f1, . . . , fn ∈ L2(Rd)に対し，次式が成り立つ．これをWienerカオス展開という．

ξ(f1) · · · ξ(fn) =
∑

γ∈F ({1,...,n})

:Eγ [ξ(f1), . . . , ξ(fn)] : .

ただし，右辺は (6.1)における∏cXcをWick積に置き換えることで定義される．

定理 6.4 ([92, Theorem 3.9]).

任意の f1, . . . , fn, g1, . . . , gm ∈ L2(Rd)に対し，次式が成り立つ．

E[:ξ(f1) · · · ξ(fn) : × :ξ(g1) · · · ξ(gm) :] = 1n=m

∑
s∈Sn

n∏
i=1

(fi, gs(i))L2 .

ただし，Snは {1, . . . , n}の置換全体からなる群を表す．

問 15.

定理 6.2を用いて，n = m = 2の場合に定理 6.4を示せ．
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6.2 繰り込みの具体例
ξを時空ホワイトノイズとし，近似列 ξn = ξ ∗ ρnに対する admissible interpretation map

をΠn := Πξn とおく．考えたいのは，各 decorated tree τ に対し，n→∞のとき収束する
ような変形 Π̂nτ をどう定義するかということである．まず，

という decorated treeを考えよう．Πn をWienerカオス展開すると

Πn (x) = (P ∗ ξn(x))2 =
∫
(R4)2

P (x− y)P (x− z)ξn(y)ξn(z)dydz

=

∫
(R4)2

P (x− y)P (x− z) :ξn(y)ξn(z) : dydz +
∫
(R4)2

P (x− y)P (x− z)Cn(y − z)dydz

=: : Πn : + an

となる．ここで，Cn(y− z) =
∫
Rd ρn(y−w)ρn(z−w)dwは ξnの共分散関数であり，n→∞

のときデルタ関数 δ(y − z)に収束する．原点付近で P (x) = O(‖x‖−3
s )であることを踏まえ

ると，0次の項は n→∞のとき

an →
∫
R4

P (x− y)2dy =

∫
∥x∥s≤1

O(‖x‖−6
s )dx =∞

となる．（注意 5.7で述べた通り，今は P の原点付近での発散のみを考えている．）2次の項
については，まず共分散関数を計算すると

E[(: Πn :)(x1)(: Π
n :)(x2)]

= 2

∫
(R4)4

P (x1 − y1)P (x1 − z1)Cn(y1 − y2)Cn(z1 − z2)P (x2 − y2)P (x2 − z2)dy1dy2dz1dz2

→ 2

∫
(R4)2

P (x1 − y)P (x1 − z)P (x2 − y)P (x2 − z)dydz (n→∞)

= 2
(
P ∗ P̃ (x1 − x2)

)2
(P̃ (x) := P (−x))

となる．原点付近で P (x) = O(‖x‖−3
s )であることから，(P ∗ P̃ )(x) = O(‖x‖−1

s )より

E[(: Πn :)(x1)(: Π
n :)(x2)] = O(‖x1 − x2‖−2

s )

が得られる．
問 16.

sを一般の scalingとする．0 < α, β < |s| < α+ βのとき，∫
∥y∥s≤1, ∥x−y∥s≤1

‖y‖−α
s ‖x− y‖−β

s dy ≲ ‖x‖|s|−α−β
s

であることを示せ．

ところで，もっと複雑な decorated treeに対してこのような計算を行うには，次のグラ
フ表記が便利である．•は固定された変数 x1, x2を，∗は積分されている変数を表す．矢印
x← yは関数 P (x− y)を，辺 x α y はO(‖x− y‖αs )の関数を表す．

∗

∗

x1 x2 ≲
−1

−1

x1 x2 ≲ −2x1 x2
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さて，共分散関数の評価から，nについて一様に
E[|(Qt ∗ : Πn :)(x)|2] ≲ t−

2
2M

となるため，命題6.1と同様の議論により，C−1−
s,loc (R

4)での一様評価や収束が得られる．よって，
Π̂nτ := Πnτ − an

と定義すればよい．
次に，もう少し複雑な

という decorated treeを考えよう．こちらもまずWienerカオス展開すると

Πn = : Πn : + : Πn : + 3 : Πn : + 6 : Πn :

+ 3 : Πn : + 6 : Πn : + 6 : Πn :

となる．◦を繋ぐ曲線は，対応する ξn が Feynman図において組になっていることを表す．
下線部が繰り込みを必要とする項である．まず，右辺第 2,3,5,6項には の形の積分が含
まれているので，これらを取り除けばよい．一方，第 7項はもう一工夫必要である．積分核
の評価は

∗ ∗

∗

→
−3 −1−1

∗ →
−5 =: Fn

∗

となるが，最後に現れた積分核 Fn(x) = O(‖x‖−5
s )は一様に可積分ではないので，このまま

では収束しない．そこで

Fn ∗ P (x)−
(∫

R4

Fn(x)dx

)
P (x) =

∫
R4

Fn(x− y)
(
P (y)− P (x)

)
dx

という補正を行うことにする．P の Lipschitz評価を使えば，Fnの発散を少し弱められるた
め，この補正した畳み込みは収束する (cf. [69, Lemma 10.16]). 従って，

: Πn : − bn : Πn :

(
bn =

∫
R4

Fn(x)dx

)
という繰り込みを考えればよい．以上をまとめると，

Π̂n = Πn − an : Πn : − 3an : Πn : − 3a2n : Πn :

− 6an : Πn : − 6bn : Πn :

= Πn − an(Π
n − 3anΠ

n ) − 3anΠ
n − 6bnΠ

n

= Πn − anΠ
n − 3anΠ

n + 3a2nΠ
n − 6bnΠ

n

と定義すればよいことが分かる．
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6.3 Modelの変形
以上の考察により，T 上の適当な線形変換によって Π̂n = ΠnMnと表されるmodelを考

えればよいことが分かる．どのような変換が許容されるかについては，[20, 23]において定
義が与えられている．まず，Bruned [20]による帰納的定義を紹介する．

定義 6.4.

次の条件を満たす線形写像R : T → T を admissible renormalization map（[20]で
は「admissible」，[9]では「preparation map」）という．

(1) •k, ◦, Ipτ の形の元 σ ∈ Bに対して，Rσ = σである．

(2) R(•kτ) = •kRτ である．

(3) 任意の τ ∈ Bに対して，

Rτ = τ +
∑
i

αiτi (αi 6= 0, τi ∈ B, |τi| > |τ |, ‖τi‖ < ‖τ‖)

と表すことができる．ここで，‖(τ, t)‖ := |t−1{1}|は ◦型の頂点の個数を表す．

(4) (R⊗ Id)∆ = ∆Rである．

問 17.

(4)より，任意の g ∈ Gに対して ΓgR = RΓg であることを示せ．

定理 6.5 ([20, Proposition 3.7]).

任意の admissible renormalization map Rに対し，線形写像M,M◦ : T → T を次のよ
うに定義できる．

M =M◦R, M◦σ = σ (σ ∈ {•k, ◦}),
M◦(τσ) = (M◦τ)(M◦σ), M◦(Ipτ) = Ip(Mτ).

具体的には，Rは rootでの tree productで発生する繰り込み，M◦は root以外での tree

productで発生する繰り込みを表す．
問 18.

定数 a, bを固定し，

(R− Id) = −a • , (R− Id) = −3a , (R− Id) = −a − 6b

とおく．このとき

(M − Id) = −a − 3a + 3a2 − 6b

となることを示せ．
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定理 6.6 ([69, Theorem 8.44], [20, Proposition 3.16]).

Rを admissible renormalization mapとする．Admissible interpretation map Π : T →
C∞(R4)に対し，L(Π) ∈M∞

ad (T )ならば，L(ΠM) ∈M∞
ad (T )である．

次に，Bruned, Hairer, Zambotti [23]による直接的な定義を紹介する．

定義 6.5.

Bによって生成される多項式環を T̂− = R[B]と表す．グラフの disjoint unionを T̂−の
積（forest productという）と見なし，空集合を T̂−の単位元と見なす．代数準同型

D− : T̂− → T̂− ⊗̂ T̂−

を，任意の (τ, t)ne ∈ Bに対して

D−(τ, t)ne =
∑

φ∈A−(τ)

∑
nφ,e∂φ

1

e∂φ!

(
n

nφ

)
(ϕ, t|Nφ)

nφ+πe∂φ
e ⊗ (τ/ϕ, t · 1Nτ\Nφ

)
[n−nφ]φ
e+e∂φ

(6.2)

と定義する．ここで，A−(τ)は τ の部分グラフ全体からなる集合であり，空集合も含む．
それ以外の記号の意味は，τ/ϕが ϕの各連結成分を一点に潰すことを表す以外は (5.6)

と同じである．

定理 6.7 ([23, Corollary 6.37]).

B− := {τ ∈ B ; |τ | < 0}によって生成される部分代数を T−と表し，p− : T̂− → T−を
標準的な射影とする．線形写像 δ : T → T− ⊗ T と代数準同型 δ− : T− → T− ⊗ T−を

δ := (p− ⊗ Id)D−, δ− := (p− ⊗ p−)D−

と定義する．このとき，(T−, δ−)はHopf代数の構造をもち，(T, δ)は T−上の左余加群
の構造

(δ− ⊗ Id)δ = (Id⊗ δ)δ

をもつ．従って，T−上の指標群をG−と表すと，Gの T への右からの作用が

Mℓ τ := (`⊗ Id)δτ (` ∈ G−)

によって定まる．

問 19.

`1, `2 ∈ G−に対し，Mℓ1Mℓ2 =Mℓ2∗ℓ1 を示せ．
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定理 6.8 ([23, Theorem 6.16], [14, Proposition 27]).

G−の部分群G−
adを

G−
ad =

{
` ∈ G− ; τ ∈ {•kη (k 6= 0), ◦, Ipσ} ⇒ `(τ) = 0

}
と定義する．` ∈ G−

adとすると，admissible interpretation map Π : T → C∞(R4)に対
し，L(Π) ∈M∞

ad (T )ならば，L(ΠMℓ) ∈M∞
ad (T )である．

(6.2)において，A−(τ)をAr(τ) = {∅} ∪A(τ)やA◦(τ) = A−(τ) \Ar(τ)に置き換えて得
られる線形写像をそれぞれ δr, δ◦ : T → T− ⊗ T と表す．各 ` ∈ G−

adに対して

R = (`⊗ Id)δr (6.3)

とおくと，これは admissible renormalizationであり，対応する写像M,M◦は

M◦ = (`⊗ Id)δ◦, M = (`⊗ Id)δ

と表される ([20, Corollary 4.5]). 従って， 定理 6.8は定理 6.6の特別な場合である．

6.4 BPHZ model

次の結果は，動的 φ43模型に限らず，正則性構造理論が適用可能なすべての SPDE (1.1)で
成り立つ．また，確率場 ξは，定常（任意の x ∈ Rdに対して ξ(·) d

= ξ(· + x)）かつ，任意
のテスト関数 ϕ ∈ S(Rd)に対して ξ(ϕ)が任意次数のモーメントをもってさえいればよい．

定理 6.9 ([23, Theorem 6.18]).

ξ を時空ホワイトノイズとし，近似列 ξn = ξ ∗ ρn に対する admissible interpretation

mapをΠnとおく．このとき，ランダムではない `n ∈ G−
adで，Π̂n = ΠnMℓn が

E[(Π̂nτ)(x)] = 0 (τ ∈ B−, x ∈ R4)

を満たすものがただ 1 つ存在する．Π̂n に対する admissible model Ẑn = L(Π̂n) を
BPHZ (Bogoliubov, Parasiuk, Hepp, Zimmerman) modelという．

次の結果は，すべての τ ∈ B−に対する Π̂n
xτ の収束を地道に示すことで得られる．

定理 6.10 ([69, Theorem 10.22]).

T を動的φ43模型に対応する正則性構造とする．時空ホワイトノイズの近似列 ξn = ξ ∗ρn
に対するBPHZ model Ẑnは，n→∞のとき，ρのとり方に依らない確率変数 Ẑ : Ω→
Mad(T )に確率収束する．

44



第 5回の内容� �
• 一般の BPHZ modelの収束

• Modelの変形が方程式に及ぼす作用� �
6.5 一般の SPDE (1.1)への拡張
定理 6.10と同様の結果を一般の SPDE (1.1)で得るには，基本的にはすべての τ ∈ B−に

対して Π̂n
xτの収束を示せばよい．しかし，臨界次元（定理 1.4）に近づくにつれてこのような

τ は際限なく増えていくから，地道な計算には限界がある (cf. [87]). この章への補足として，
BPHZ modelの収束に関する一般的な結果を二つ紹介しよう．以下，T = (A, T = 〈B〉, G)
は方程式 (1.1)に対応する正則性構造とする．また，簡単のため ξは時空ホワイトノイズと
するが，定常かつ任意次数のモーメントをもつ確率場（6.4章参照）にも拡張可能である．
まず Chandraと Hairer [31]の結果を紹介する．彼らのアイディアは，6.2章のような計

算をすべてのグラフに一般化するというものであり，共分散関数の原点での発散の指数や，
現れるグラフの次数をいかに上手く処理するかが鍵となる．

定理 6.11 ([31, Theorem 2.15]).

ξ : Ω→ Cα0
s (R1+d) (−|s| < α0 < − |s|

2 )を時空ホワイトノイズとする．ξn = ξ ∗ ρnの共
分散関数 Cn(x) = E[ξn(x)ξn(0)]は，ある δ > 0に対して

sup
n∈N+

sup
x∈R1+d\{0}

|x|−2α0+δ+|k|s |∂kCn(x)| <∞ (k ∈ N1+d)

を満たすとする．任意の (τ, t)ne ∈ Bと，|Nσ| ≥ 2である任意の連結部分グラフ σ ⊂ τ に
対して，次の条件が成り立つとする．

(1) |(σ, t)0e | > −
|s|
2 である．

(2) N + ‖(σ, t)‖が偶数となるN ∈ N+に対し，|(σ, t)0e |+ (α0 + |s|)N > 0である．

このとき，ξnに対する BPHZ model Ẑnは，n→∞のとき，ρのとり方に依らない確
率変数 Ẑ : Ω→Mad(T )に確率収束する．

次に Hairerと Steele [83]の結果を紹介する．彼らのアイディアは，[97]によるスペクト
ルギャップを用いた証明に基づいており，具体的なグラフの構造を用いる必要のない，帰納
的な証明となっている．
まずいくつか用語を定義する．関数 F : S ′(R1+d)→ Rが柱状 (cylindrical)であるとは，

適当な多項式増大程度の f ∈ C∞(Rn)と，ϕ1, . . . , ϕn ∈ S(R1+d)が存在して
F (ξ) = f(〈ξ, ϕ1〉, . . . , 〈ξ, ϕn〉) (ξ ∈ D′(R1+d))

と表されることをいう．このような F に対し，その Fréchet微分を

[DF (ξ)](x) =

n∑
i=1

∂if(〈ξ, ϕ1〉, . . . , 〈ξ, ϕn〉)ϕi(x)
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で定める．

定義 6.6.

確率変数 ξ : Ω → S ′(R1+d)が s ∈ Rについてスペクトルギャップ不等式を満たすとは，
ある定数 C > 0が存在して，任意の柱状関数 F : S ′(R1+d)→ Rに対して

E
[
|F (ξ)− E[F (ξ)]|2

]
≤ CE

[
‖DF (ξ)‖2Hs(R1+d)

]
を満たすことをいう．

例えば，時空ホワイトノイズは s = 0についてスペクトルギャップ不等式を満たす [120,

命題 1.9]．

定理 6.12 ([83, Theorem 2.33]).

確率変数 ξ : Ω→ Cα0
s (R1+d) (α0 = − |s|

2 − ε, ε > 0)は εについてスペクトルギャップ不
等式を満たすとする．また，|Eτ | + ‖τ‖ ≥ 2である任意の τ ∈ Bに対して，|τ | > − |s|

2

が成り立つとする．このとき，ξn = ξ ∗ ρnに対する BPHZ model Ẑnは，n→∞のと
き，ρのとり方に依らない確率変数 Ẑ : Ω→Mad(T )に確率収束する．

スペクトルギャップ不等式を用いるアイディアを簡単に説明する．τ ∈ B−として，S ′(R1+d)

上の関数 F (ξ) = Qt ∗ Π̂nτ を考える．BPHZ modelの定義より E[F (ξ)] = 0であるため，
DF (ξ)の評価を考えればよい．テスト関数 ηをとり，方向微分

〈DF (ξ), η〉 = lim
ε→0

F (ξ + εη)− F (ξ)
ε

を考えると，これは τ の ◦型の頂点の 1つを ηに置き換えた decorated treeの線形結合の形
で書ける．つまり，ξの数が 1つ少ない decorated treeの評価に帰着される．

7 方程式の繰り込み
Π̂n = ΠnMnが収束するような線形変換Mnの存在は分かった．この章では，対応する

φ̂n = R(φ0, Π̂n)が満たす方程式が，元の方程式とMnの情報によってどのように書けるか
を，Bailleulと Bruned [9]に基づいて解説する．

7.1 主定理
以下，T = (A, T = 〈B〉, G)を方程式 (1.1)に対応する正則性構造とする．ただし f ∈

C∞(R2), g ∈ C∞(R)とする．まず，任意の τ ∈ Bは

τ = ζk
n∏

i=1

Ipi(τi)

(
ζ ∈ {•, ◦}, k ∈ N1+d,

n ∈ N, τi ∈ B, pi ∈ N1+d

)
(7.1)

の形に，積の順序を除いて一意的に表されることに注意する．ただし ◦k =M(•k, ◦)である．
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定義 7.1.

各 τ ∈ Bに対し，S(τ) ∈ N+を次のように定義する．

S(ζ) = 1, S

(
ζk

m∏
j=1

Iqj (σj)
βj

)
= k!

m∏
j=1

βj !S(σj)
βj .

ただし，第 2式の引数は (7.1)において重複する因数をまとめたものである．すなわち，
i 6= j ならば (qi, σi) 6= (qj , σj)である．また，各 τ ∈ Bに対し，変数 v = (vp)p∈N1+d ∈
RN1+d についての関数Υ[τ ](v)を

Υ[•](v) = f(v0, ve1 , . . . , ved), Υ[◦](v) = g(v0),

Υ

[
ζk

n∏
i=1

Ipi(τi)

]
=

(
Dk

n∏
i=1

∂

∂vpi

)
Υ[ζ] ·

(
n∏

i=1

Υ[τi]

)

と定義する．ただし，Dk :=
∏d

i=0D
ki
i は方向微分Di =

∑
p∈N1+d vp+ei

∂
∂vp
によって定

義される微分作用素である．

方程式 (1.1)に対する modelled distributionの意味での解写像を S : (u0, Z) 7→ U とす
る．ξ ∈ C∞(R1+d)に対する canonical modelを Zξ = L(Πξ)とし，` ∈ G−

adによる変形を
Ẑξ = L(ΠξMℓ)と表す．

定理 7.1 ([21, Theorem 2.21], [9, Theorem 9]).

各 ` ∈ G−
adに対し，û = RS(u0, Ẑξ)は次式を満たす．

(∂t −∆)û = f(û,∇û) + g(û)ξ +
∑
τ∈B−

`(τ)

S(τ)
Υ[τ ]

(
(∂pû)p∈N1+d

)
. (7.2)

例 7.1.

動的 φ43模型の場合，B−の元は (5.5)の 10個となる．ここで，` ∈ G−
adによって `(τ) = 0と

なるものを除くと，考えるべき元は

のみとなる．さらに，ξは平均0のGauss確率場だから，‖τ‖が奇数のτに対してはE[Πξτ ] = 0

であるため，BPHZ modelの定義においては `(τ) = 0とすればよい．よって ‖τ‖が偶数の
τ のみ考えればよい．Υ[•](φ) = −φ30, Υ[◦] = 1として計算すると

S( ) = 2, S( ) = 4, S( ) = 6,

Υ[ ] = −6φ0, Υ[ ] = 36φ0, Υ[ ] = 36φ0,
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となるから，式 (7.2)は

(∂t −∆)φ̂ = −φ̂3 + ξ − {3`( ) + 9`( ) + 6`( )}φ̂

となる．
問 20.

S( ), S( ), Υ[ ], Υ[ ]を求めよ．

7.2 積分方程式の場合
以下，定理 7.1の証明の概略を述べるが，簡単のため 2章や 3章で扱った積分方程式

Xt = x+

∫ t

0
f(Xs)dBs (7.3)

を考えることにする．ただし d = e = 1とする．対応するmodelled distributionの方程式は

X =

(
x+

∫ ·

0
f(X)dB

)
•+π<γI

(
f(X) ◦

)
(7.4)

である．任意の branched rough path Bに対し，(7.4)はただ 1つの解X ∈ Dnα
B (R;P ) (nα ≤

1 < (n+1)α)をもつ．B ∈ C∞
b (R)に対する canonical modelをZ = L(ΠB)とし，admissible

renormalization map R : T (:= H ⊕W )→ T による変形を Ẑ = L(ΠBM)と表す．また，T
上の内積 〈〈·, ·〉〉を

〈〈τ, σ〉〉 = 1τ=σS(τ) (τ, σ ∈ B)

によって定義し，Rの双対写像R∗ : T → T を

〈〈R∗τ, σ〉〉 = 〈〈τ,Rσ〉〉

によって定義する．さらに，線形写像Υ : T → C∞(R)を

Υ[•] = 0, Υ[◦] = f, Υ

[
ζ

n∏
i=1

I(τi)

]
= Υ[ζ](n)

n∏
i=1

Υ[τi] (ζ ∈ {•, ◦}) (7.5)

と定義する．

定理 7.2 ([9, Theorem 9]).

Ẑ に対する (7.4)の解 X̂ ∈ Dnα
Ẑ

(R;P )の •成分 X̂ は，方程式

X̂t = x+

∫ t

0
Υ[R∗◦](X̂s)dBs +

∫ t

0
Υ[R∗•](X̂s)ds

を満たす．特に，Rが (6.3)の形の admissible renormalization mapであれば

R∗◦ = ◦, R∗• = •+
∑
τ∈B−

`(τ)

S(τ)
τ

となる．ただし，B− := {τ ∈ B◦ ; |τ | < 0}である．
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7.3 Butcher級数

命題 7.3 ([58, Theorem 5.1]).

方程式 (7.4)の解 X ∈ Dnα(R;P )は

Xt = π<nα

(
Xt •+

∑
τ∈B◦

1

S(τ)
Υ[τ ](Xt)I(τ)

)
(7.6)

という表示をもつ．（このような級数をButcher級数という．）

証明 方程式 (7.4)の解をX = π<nα

(
X •+

∑
τ∈B◦

XτI(τ)
)とおく．f(X)の定義（命題 3.4）

より

f(X) = π<nα

( ∞∑
k=0

1

k!
f (k)(X)(X−X•)k

)

= π<nα

( ∞∑
k=0

1

k!
f (k)(X)

∑
τ1,...,τk∈B◦

Xτ1 · · ·XτkI(τ1) · · · I(τk)
)

となるから，τ = ◦
∏m

j=1 I(σj)
βj (i 6= j ⇒ σi 6= σj)の形の τ (|τ | < nα)に対するXτ は

Xτ = πτ
(
f(X) ◦

)
=

f (β1+···+βm)(X)

(β1 + · · ·+ βm)!

(β1 + · · ·+ βm)!

β1! · · ·βm!
(Xσ1)β1 · · · (Xσm)βm

を満たす．従って，各 iに対してXσi = Υ[σi]
S(σi)

であれば，

Xτ =
f (β1+···+βm)(X)

β1!S(σ1)β1 · · ·βm!S(σm)βm
Υ[σ1]

β1 · · ·Υ[σm]βm =
1

S(τ)
Υ[τ ](X)

も成り立つ．

7.4 Pre-Lie代数

定義 7.2.

Aを線形空間，. : A×A→ Aを双線形写像とする．任意の a, b, c ∈ Aに対して

a . (b . c)− (a . b) . c = b . (a . c)− (b . a) . c

が成り立つとき，(A, .)を pre-Lie代数という．

問 21.

(A, .)を pre-Lie代数とする．[a, b] := a . b− b . aとおくと，Jacobiの恒等式

[a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]] = 0

が成り立つことを示せ．
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例 7.2.

(1) f, g ∈ C∞(R)に対し
f . g := fg′

とおくと，(C∞(R), .)は pre-Lie代数である．

(2) 各 τ, σ ∈ B◦に対し，τ の頂点 vと σの rootを新たな 1本の辺で繋ぎ合わせて得られ
る tree を σ →v τ と表す．さらに，双線形写像→:W ×W →W を

σ → τ =
∑
v∈Nτ

σ →v τ

によって定義する．例えば

◦ → = + 2

である．このとき，(W,→)は pre-Lie代数である．

命題 7.4.

線形写像Υ :W → C∞(R)は pre-Lie準同型である．すなわち

Υ[σ → τ ] = Υ[σ] .Υ[τ ] (τ, σ ∈ B◦)

が成り立つ．

証明 簡単のため ◦∏n
i=1 I(ηi) = [η1 · · · ηn]◦と表す．Υ[σ → ηi] = Υ[σ]Υ[ηi]

′が成り立つと
仮定すると，

Υ
[
σ → [η1 · · · ηn]◦

]
= Υ

[
[ση1 · · · ηn]◦ +

n∑
i=1

[η1 · · · (σ → ηi) · · · ηn]◦
]

= f (n+1)Υ[σ]Υ[η1] · · ·Υ[ηn] + f (n)
n∑

i=1

Υ[η1] · · ·Υ[σ → ηi] · · ·Υ[ηn]

= f (n+1)Υ[σ]Υ[η1] · · ·Υ[ηn] + f (n)
n∑

i=1

Υ[η1] · · ·Υ[σ]Υ[ηi]
′ · · ·Υ[ηn]

= Υ[σ]
(
f (n)Υ[η1] · · ·Υ[ηn]

)′
= Υ[σ]

(
Υ
[
[η1 · · · ηn]◦

])′
となる．よって，|Nτ |に関する帰納法により命題が示される．

7.5 Guin-Oudomの積
Pre-Lie構造 .は結合法則を満たさないが，GuinとOudom [67]は pre-Lie代数から結合

法則を満たす積 ?を得る一般的な方法を示した．この方法を Pre-Lie代数 (W,→)に適用す
ると次のようになる．以下，簡単のため∏n

i=1 I(ηi) = [η1 · · · ηn]•と表す．

50



命題 7.5.

双線形写像 ? : H × T → T を，• ? τ = τ と

[σ1 · · ·σn]• ? τ =
∑

v1,...,vn∈Nτ

σ1 →v1 (σ2 →v2 (· · · (σn →vn τ) · · · ))

によって定義する．σ1, . . . , σnの順序は自由に入れ替えられる．このとき，?は結合法則

τ ? (σ ? η) = (τ ? σ) ? η (τ, σ ∈ B•, η ∈ B)

を満たす．

実は，この ?は Connes-Kreimerの余積∆の双対になっている．

定理 7.6.

T ⊗ T 上の内積を

〈〈τ1 ⊗ σ1, τ2 ⊗ σ2〉〉 = 〈〈τ1, τ2〉〉〈〈σ1, σ2〉〉 (τ1, τ2, σ1, σ2 ∈ B)

と定義する．このとき，任意の τ, η ∈ B, σ ∈ B•に対して

〈〈σ ? τ, η〉〉 = 〈〈τ ⊗ σ,∆η〉〉 (7.7)

が成立する．

問 22.

τ = [τ1 · · · τn]ζ , σ = [σ1 · · ·σm]ζ′ (ζ, ζ
′ ∈ {•, ◦})とおく．等式

〈〈τ, σ〉〉 = 1ζ=ζ′1n=m

∑
s∈Sn

n∏
i=1

〈〈τi, σs(i)〉〉 (7.8)

が成り立つことを示せ．ただし，Snは {1, . . . , n}の置換全体からなる群である．

証明 σ = •では成り立っているから，σ = [σ1 · · ·σn]•の場合を考える．

(1) n = 1の場合：τ = [τ1 · · · τm]ζ , η = [η1 · · · ηℓ]ζ (ζ ∈ {•, ◦})とおく．?の定義より

σ ? τ = σ1 → τ = [σ1τ1 · · · τm]ζ +
m∑
i=1

[τ1 · · · (σ1 → τi) · · · τn]ζ

であるから，等式 (7.8)より

〈〈σ ? τ, η〉〉 =


∑

s∈Sm+1
〈〈σ1, ηs(m+1)〉〉

∏m
i=1〈〈τi, ηs(i)〉〉 (` = m+ 1)∑m

i=1

∑
s∈Sm

〈〈σ1 → τi, ηs(i)〉〉
∏

j ̸=i〈〈τj , ηs(j)〉〉 (` = m)

0 (otherwise)

(7.9)
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となる．一方，∆ηの展開において，テンソル積の右側の成分が I(·)の形にならない
ものを無視すると，

∆η =
ℓ∑

j=1

[η1 · · · ηj−1ηj+1 · · · ηℓ]ζ ⊗ I(ηj) +
ℓ∑

j=1

∑
ρj∈A(ηj)

[η1 · · · ρj · · · ηℓ]⊗ (ηj/ρj) + · · ·

と展開できるため，
〈〈τ ⊗ σ,∆η〉〉

=


∑

s∈Sm+1
〈〈σ1, ηs(m+1)〉〉

∏m
i=1〈〈τi, ηs(i)〉〉 (` = m+ 1)∑m

i=1

∑
s∈Sm

∑
ρs(i)∈A(ηs(i))

〈〈σ, ηs(i)/ρs(i)〉〉〈〈τi, ρs(i)〉〉
∏

j ̸=i〈〈τj , ηs(j)〉〉 (` = m)

0 (otherwise)

(7.10)

となる．ここで，〈〈σ1 → τi, ηs(i)〉〉 = 〈〈τi ⊗ I(σ1),∆ηs(i)〉〉 を仮定すれば (7.9)と (7.10)

は等しくなるため，|Nτ |に関する帰納法により，n = 1の場合の等式 (7.7)が示される．

(2) n ≥ 2の場合：σ′ = [σ1 · · ·σn−1]•とおく．?の定義より

I(σn) ? σ
′ = σ +

n−1∑
i=1

[σ1 · · · (σn → σi) · · ·σn−1]•

であるから，頂点から出る辺の本数が n− 1以下の σに対して (7.7)が正しければ，

〈〈σ ? τ, η〉〉 =
〈〈
I(σn) ? (σ

′ ? τ), η
〉〉
−

n−1∑
i=1

〈〈
[σ1 · · · (σn → σi) · · ·σn−1]• ? τ, η

〉〉
=
〈〈
(σ′ ? τ)⊗ I(σ1),∆η

〉〉
−

n−1∑
i=1

〈〈
τ ⊗ [σ1 · · · (σn → σi) · · ·σn−1]•,∆η

〉〉
=
〈〈
(σ′ ? τ)⊗ I(σ1),∆η

〉〉
−
〈〈
τ ⊗ (I(σ1) ? σ

′),∆η
〉〉
+ 〈〈τ ⊗ σ,∆η〉〉

となる．最後の式の第 1,2項を変形すると

〈〈(σ′ ? τ)⊗ I(σ1),∆η〉〉 =
∑

ρ∈A(η)

〈〈σ′ ? τ, ρ〉〉〈〈I(σ1), η/ρ〉〉

=
∑

ρ∈A(η)

〈〈τ ⊗ σ′,∆ρ〉〉〈〈I(σ1), η/ρ〉〉

= 〈〈τ ⊗ σ′ ⊗ I(σ1), (∆⊗ Id)∆η〉〉,

〈〈τ ⊗ (I(σ1) ? σ
′),∆η〉〉 =

∑
ρ∈A(η)

〈〈τ, ρ〉〉〈〈I(σ1) ? σ′, η/ρ〉〉

=
∑

ρ∈A(η)

〈〈τ, ρ〉〉〈〈σ′ ⊗ I(σ1),∆(η/ρ)〉〉

= 〈〈τ ⊗ σ′ ⊗ I(σ1), (Id⊗∆)∆η〉〉

となるから，∆の余結合則より両者は等しい．従って，nに関する帰納法により (7.7)

が示される．
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命題 7.7.

任意の σ1, . . . , σn ∈ B◦と τ ∈ Bに対し，等式

Υ
[
[σ1 · · ·σn]• ? τ

]
= Υ[τ ](n)

n∏
i=1

Υ[σi] (7.11)

が成り立つ．

証明 |Nτ | に関する帰納法で示す．τ ∈ {•, ◦} のときは Υ の定義より明らかであるから，
τ = [τ1 · · · τm]ζ の場合を考える．?の定義より

[σ1 · · ·σn]• ? [τ1 · · · τm]ζ =
∑

I0⊔I1⊔···⊔Im={1,...,n}

[ ∏
i∈I0

σi ·
m∏
j=1

([∏
i∈Ij

σi

]
•
? τj

)]
ζ

となるから，τ1, . . . , τmに対して等式 (7.11)が成り立つと仮定すると

Υ
[
[σ1 · · ·σn]• ? [τ1 · · · τm]ζ

]
=

∑
I0⊔I1⊔···⊔Im={1,...,n}

Υ[ζ](|I0|+m)
∏
i∈I0

Υ[σi]

m∏
j=1

Υ

[[∏
i∈Ij

σi

]
•
? τj

]
=

∑
I0⊔I1⊔···⊔Im={1,...,n}

Υ[ζ](|I0|+m)Υ[τ1]
(|I1|) · · ·Υ[τm](|Im|)Υ[σ1] · · ·Υ[σn]

=
∑

n0+n1+···+nm=n

n!

n0!n1! · · ·nm!
Υ[ζ](n0+m)Υ[τ1]

(n1) · · ·Υ[τm](nm)Υ[σ1] · · ·Υ[σn]

=
(
Υ[ζ](m)Υ[τ1] · · ·Υ[τm]

)(n)
Υ[σ1] · · ·Υ[σn]

= Υ[τ ](n)Υ[σ1] · · ·Υ[σn]

となる．よって τ に対しても等式 (7.11)が成り立つ．

7.6 定理 7.2の証明の概略
次の性質は，定義 6.4 (4)の性質と，定理 7.6から直ちに得られる．

補題 7.8.

Rを admissible renormalization mapとする．任意の τ ∈ B, σ ∈ B•に対して

R∗(σ ? τ) = σ ? (R∗τ)

が成り立つ．

証明 (定理 7.2) X̂ は
X̂t = x+

∫ t

0
R̂
(
f(X) ◦

)
(s)ds
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を満たす．ここで，Y = f(X)◦とおく．B ∈ C∞(R)より，R̂Y(t) = (Π̂tYt)(t)であるため
([20, Proposition 3.17])，

(R̂Y)(t) = (ΠtMYt)(t) = (ΠtM
◦RYt)(t)

となる．ΠtやM◦は tree productと可換になるように定義しているから，RYtの成分表示
を考えればよい．まず，Butcher級数の式 (7.6)から，任意の τ ∈W<(n+1)α−1に対し

〈〈Y, τ〉〉 = Υ[τ ](X̂)

が成り立つことに注意する．また τ ∈ B•に対してはΥ[τ ] = 0であるから，この式は結局す
べての τ ∈ T<(n+1)α−1に対して成り立つ．またRの性質より (R∗ − Id)(Tβ) ⊂ T<β である
から，すべての τ ∈ T<(n+1)α−1に対して

〈〈RY, τ〉〉 = 〈〈Y, R∗τ〉〉 = Υ[R∗τ ](X̂)

が成り立つ．よって

RY =
∑

τ∈B, |τ |<(n+1)α−1

1

S(τ)
Υ[R∗τ ](X̂)τ + · · · (7.12)

と表せる．省略した · · · の項は (ΠtM
◦(·))(t)に代入すると 0となるから，無視してよい．さ

らに，命題 7.7と補題 7.8より，τ = [τ1 · · · τn]ζ = [τ1 · · · τn]• ? ζ に対して

Υ[R∗τ ] = Υ
[
[τ1 · · · τn]• ? R∗ζ

]
= Υ[R∗ζ](n)Υ[τ1] · · ·Υ[τn]

となるから，Butcher級数の式 (7.6)を示すときの計算を逆に辿ることにより，

RY = Υ[R∗◦](X) ◦+Υ[R∗•](X) + · · ·

と表せることが分かる．Πx やM◦ が積と可換であることと，X ∈ Dnα(R;P )に対しては
M◦X =MXであることから

(ΠtM
◦RYt)(t) =

∑
ζ∈{◦,•}

(
ΠtΥ[R∗ζ](M◦Xt)

)
(t)(Πtζ)(t)

=
∑

ζ∈{◦,•}

Υ[R∗ζ]
(
ΠtM

◦Xt(t)
)
(Πtζ)(t)

=
∑

ζ∈{◦,•}

Υ[R∗ζ](X̂t)(Πtζ)(t)

= Υ[R∗◦](X̂t)Ḃt +Υ[R∗•](X̂t)

を得る．
注意 7.3.

Rが (6.3)の形の admissible renormalization mapの場合は，R∗τ = τ (τ ∈ B◦)となるた
め，証明はずっと簡単になる．しかし，一般の SPDE(1.1)ではこの性質は必ずしも成り立
たない．
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3 measures on compact

Riemannian 3-manifolds arXiv:2304.10185.

[11] I. Bailleul, A. Debussche, and M. Hofmanová, Quasilinear generalized parabolic
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[91] M. Hofmanová, R. Zhu, and X. Zhu, A class of supercritical/critical singular stochas-

tic PDEs: existence, non-uniqueness, non-Gaussianity, non-unique ergodicity, J.

Funct. Anal. 285 (2023). https://doi.org/10.1016/j.jfa.2023.110011

[92] S. Janson, Gaussian Hilbert spaces, Cambridge University Press, Cambridge (1997).

[93] A. Jagannath and N. Perkowski, A simple construction of the dynamical Φ4
3 model,

Trans. Amer. Math. Soc. 376 (2023), 1507–1522.

[94] M. Kardar, G. Parisi, and Y.-C. Zhang, Dynamic scaling of growing interfaces, Phys.

Rev. Lett. 56 (1986), 889–892.

[95] A. Kupiainen, Renormalization group and stochastic PDEs, Ann. Henri Poincaré 17
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[96] C. Labbé, The continuous Anderson hamiltonian in d ≤ 3, J. Funct. Anal. 277

(2019), 3187–3235.

[97] P. Linares, F. Otto, M. Tempelmayr, and P. Tsatsoulis, A diagram-free approach to

the stochastic estimates in regularity structures, arXiv:2112.10739.

[98] T. J. Lyons, Differential equations driven by rough signals, Rev. Mat. Iberoamericana

14 (1998), 215–310.

[99] J. Magnen and J. Unterberger, The scaling limit of the KPZ equation in space

dimension 3 and higher, J. Stat. Phys. 171 (2018), 543–598.

[100] D. Manchon, Hopf algebras, from basics to applications to renormalization,

arXiv:0408405.

[101] J. Martin and N. Perkowski, A Littlewood-Paley description of modelled distribu-

tions, J. Funct. Anal. 279 (2020), 108634, 22 pp.

60



[102] T. Matsuda and W. van Zuijlen, Anderson Hamiltonians with singular potentials,

arXiv:2211.01199.

[103] A. Moinat and H. Weber, Space-time localisation for the dynamic Φ4
3 model, Comm.

Pure Appl. Math. 73 (2020), 2519–2555.

[104] J.-C. Mourrat and H. Weber, Global well-posedness of the dynamic Φ4 model in the

plane. Ann. Probab. 45 (2017), 2398–2476.

[105] J.-C. Mourrat and H. Weber, The dynamic Φ4
3 model comes down from infinity.

Comm. Math. Phys. 356 (2017), 673–753.

[106] J.-C. Mourrat and H. Weber, Convergence of the two-dimensional dynamic Ising-

Kac model to Φ4
2, Comm. Pure Appl. Math. 70 (2017), 717–812.

[107] A. Mouzard, Weyl law for the Anderson Hamiltonian on a two-dimensional manifold,
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